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Оscillations of the composite layer of porous and liquid layer are considered. Oscillations of
heterogeneous media is described by Biot-Frenkel’s equations. Expressions for Green’s function
are received to investigate the wave fields arising in the composite layer. The numerical analysis
of stress-strain state is given.
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Введение

Математическое моделирование волно-
вых процессов в слоистых пористо-упругих
средах привлекает неизменный интерес ис-
следователей, обусловленный многочислен-
ными приложениями в сейсморазведке, гео-
физике, строительстве. Исследования волно-
вых процессов в насыщенных пористых сре-
дах, начатые в работах [1, 2], были продол-
жены в ряде исследований, обзор которых
дан в [3]. В последнее время интенсивно ве-
дутся работы по изучению процессов распро-
странения волн в слоистых средах, содержа-
щих пористые флюидонасыщенные прослой-
ки, частично насыщенные пористые среды,
например [4–6]. Менее исследованными оста-
ются вопросы влияния неоднородности слои-
стой составной среды, ее водонасыщенности
и газонасыщенности на процесс распростра-
нения волн. С целью получения согласован-
ных результатов теории и эксперимента ря-
дом авторов были предложены новые моде-
ли пористых сред, в большинстве своем эти
модели сводились к системе уравнений Био
с зависящими от частоты коэффициентами.
Изучаются и более сложные модели двухком-
понентных сред, учитывающие нелинейные
эффекты [7]. В работе [8] приведены харак-
теристики природных пористоупругих сред,
определенные экспериментально с учетом об-

водненности и газонасыщенности, что позво-
ляет с большей точностью моделировать про-
цессы распространения волн в реальных, в
частности, грунтовых средах.

При построении решения в данной рабо-
те использовался интегральный подход, раз-
витый для упругих сред и корректно опи-
сывающие излучаемые на бесконечность вол-
ны [9]. Выведена матрица Грина для состав-
ного слоя в виде, позволяющем вести устой-
чивый счет во всех диапазонах изменения
аргументов. Получены интегральные соот-
ношения, описывающие волновые поля, ко-
торые анализируются численно в ближней
зоне. При больших расстояниях от источника
возбуждения колебаний используется асимп-
тотический подход.

1. Постановка задачи

Рассматриваются колебания гетерогенно-
го, насыщенного смесью жидкости и газа
слоя, лежащего на слое жидкости. Заглуб-
ленный слой идеальной жидкости покоится
на недеформируемом основании. В декарто-
вой системе координат жидкий и гетероген-
ный слой соответственно занимают области
−∞ < x < ∞, −h2 6 y 6 0, −∞ < x < ∞,
0 6 y 6 h1. К лицевой границе полосы в ко-
нечной области −a 6 x 6 a, y = h1 при-
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ложена нагрузка Pe−iωt. Перемещения двух-
фазной гетерогенной среды, состоящей из
упругого скелета и пор, заполненных смесью
жидкости и газа, определяются уравнениями
Био-Френкеля [1,2].

ρ11
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∂t2

+ ρ12
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∂t2
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(
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)
=

= σf,i, (1.1)

где ui(x, y, t), vi(x, y, t), i = 1, 2 — компо-
ненты векторов перемещений твердой и жид-
кой фаз. Связь между тензором полных на-
пряжений Γij и деформациями твердой eij и
жидкой εij фаз выражается в виде

σsij = Aeδij + 2Neij +Qεδij ,

σf = Qϑ+Rε, ϑ = div u, (1.2)

ε = div v, Γij = σsij + δijσ
f .

Здесь δij — символ Кронекера, σsij — тензор
напряжений, действующих в упругом скеле-
те, σf — давления, действующие на жидкость
в порах, A, N , Q, R — механические харак-
теристики гетерогенной среды, которые вы-
ражаются через модули объемной сжимаемо-
сти упругой, жидкой и газообразной фазы
[2, 7], ρ12 < 0 — коэффициент динамической
связи упругого скелета и жидкости, ρ11, ρ12,
ρ22 — коэффициенты динамической плотно-
сти, выражаемые через плотности сред упру-
гого скелета ρs и жидкости ρf , коэффициент
b зависит от пористости средыm, коэффици-
ента вязкости жидкости в порах и коэффи-
циента проницаемости.

Вектор перемещений w{wi(x, y, t)},
i = 1, 2 и давление p0(x, y, t) в идеальной
жидкости нижнего слоя выражается через
волновой потенциал ϕ(x, y, t):

p0(x, y, t) = −ρ0
∂ϕ

∂t
,w = gradϕ. (1.3)

На нижней границе жидкого слоя и недефор-
мируемого основания нормальные перемеще-
ния равны нулю.

w2(x, y, t) = 0, y = −h2. (1.4)

На границе жидкости и пористоупругой сре-
ды при y = 0 предполагается свободная

фильтрация жидкости через границу, при
этом требуется равенство нормальных на-
пряжений в пористой среде давлению в жид-
кости, равенства нулю тангенциальной со-
ставляющей напряжений пористой среды,
непрерывность движения жидкости внутри и
вне пористой среды [10]

σs22 + σf = (m− 1)p0, y = 0,

σf = −mp0,
(1.5)

σs12 = 0,

(1−m)
∂u2
∂t

+m
∂v2
∂t

=
∂w2

∂t
.

На верхней границе полосы при y = h1 в
конечной области задана равнораспределен-
ная нагрузка по типу «непроницаемый пор-
шень», при этом

σs22 + σf = −Pe−iωt,
u2 = v2, |x| 6 a,

σ22 = 0, σs12 = 0, |x| > a.

(1.6)

Замыкают постановку задачи условия из-
лучения волн на бесконечность [9].

2. Построение решения

Так как режим колебаний предполагает-
ся установившимся, во всех функциях, зави-
сящих от времени, отделим временной мно-
житель e−iωt. Далее изложение будем ве-
сти для амплитудных значений соответству-
ющих функций. Представим перемещения в
виде суммы трех потенциалов

u = grad(Λ1 + Λ2) + rot Λ,

v = grad(m1Λ1 +m2Λ2) +m3 rot Λ,

Λ = (0, 0,Λ3).

(2.1)

Применим интегральное преобразование Фу-
рье к уравнениям (1.1), (1.2):

ũ(α, y) =

∞∫
−∞

u(x, y)eiαxdx.

Система уравнений (1.1), (1.2) на основа-
нии свойств преобразования Фурье и диффе-
ренциальных операторов распадается на три
волновые уравнения

∆Λ̃i + γ2i Λ̃i = 0, i = 1, 2, 3,

κi =
ω

Vi
, (2.2)
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γi =
√
α2 − κ2i ,

Λ̃k(α, y) =

∞∫
−∞

Λk(x, y)eiαxdx.

Подробнее эти преобразования описаны в
[10, 13]. В соответствии с (2.2) в гетероген-
ной среде распространяется независимо друг
от друга три типа волн, V1, V2 — скорости
распространения быстрой и медленной про-
дольных волн, V3 — скорость распростране-
ния поперечной волны. Быстрая продольная
волна соответствует синфазному движению
скелета грунта и жидкости и распространя-
ется с малым затуханием. В медленной про-
дольной волне движение скелета грунта и
жидкости противофазно, затухает она значи-
тельно быстрее. Если связь между упругой и
жидкой фазами слабая, то скорости продоль-
ных волн приближаются к скоростям волн в
сплошной упругой и сплошной жидкой сре-
дах в отдельности. Через решения волновых
уравнений (2.2) перемещения в пористоупру-
гой cреде выражаются в виде

ũ(α, y) = BsCs + BkCk, (2.3)

Bs =

(
−iαc̃1(y) −iαc̃2(y) γ3c̃3(y)
γ21 s̃1(y) γ22 s̃2(y) iαγ3s̃3(y)

)
,

s̃i(y) = (eγi(y−h1) − e−γi(y+h1))/γi,

c̃i(y) = eγi(y−h1) + e−γi(y+h1).

Матрица Bk получается из матрицы Bs заме-
ной c̃i(y) на s̃i(y) и s̃i(y) на c̃i(y). Здесь Cs,k —
трехмерные векторы произвольных постоян-
ных.

Для удовлетворения граничных условий
в плоском случае имеем 8 произвольных по-
стоянных. В результате удовлетворения гра-
ничных условий (1.4)–(1.6) получаем систе-
му алгебраических уравнений относитель-
но Cs,k. Коэффициенты системы являются
функциями параметра преобразования Фу-
рье. Решение системы средствами аналити-
ческих преобразований компьютерной систе-
мы математики Maple является малоэффек-
тивным для проведения численного анали-
за. Этим способом невозможно обеспечить
отсутствие неопределенностей, устойчивый
счет для достаточно больших значений ар-
гумента. Поэтому удовлетворение граничных
условий проводилось в 3 этапа, для каждой
границы выполнялись преобразования в со-
ответствии с поставленными целями, см. [12].

В результате приходим к представлению мат-
рицы Грина, которая в данном случае яв-
ляется асимметричной и имеет следующую
структуру

G(α, y) =
1

∆

(
−ig11/α −ig12/α
g21 g22

)
, (2.4)

∆ = s1s21 − s2s22 + s3s23,

s21 = s5s7 − s6s8 + s9,

s22 = s4s7 + α2(s6s10 + s11),

s23 = −s4s8 + α2(s5s10 − s12),
γ3+i = q6γ

2
i − κ2i (q4 + q5mi), i = 1, 2

q6+i = −κ2i (q12 +miq22),

γ6 = α2 − 0,5κ23,

γ7 =
iωρ0mκ

2
3 cth γ0h2(1−m+mm2)

2γ0q8H
,

γ0 =
√
α2 − κ20, κ0 =

ω

V0
,

γ8 = (q7γ5 − q8γ4)/q8q6,
γ9 = (q8 −mγ5)γ7/(q6m),

s̃i = s̃i(h1)/γi, c̃i = c̃i(h1), i = 1, 2, 3,

q11 = (A+ 2N)/H, q12 = Q/H,

q22 = R/H, H = A+ 2N +Q+R,

q6 = 2N/H,

q4 = q11 + q12 − q6,
q5 = q12 + q22.

Обозначения для mi приведены в [12]. V0 —
скорость распространения волн в идеальной
жидкости.

mi1 = 1−mi,

s1 = α2(γ21 s̃1 + γ22 s̃2q9) + γ6γ8s̃3,

s2 = γ4c̃1 + q9γ5c̃2 + q6q8c̃3,

s3 = m11γ
2
1 s̃1 + q9m21γ

2
2 s̃2 +m31γ8s̃3,

s4 = α2((γ22γ7s̃2)/γ6 − c̃3) + γ9s̃3,

s5 = (γ5γ7c̃2 + q6γ9c̃3 − α2γ23q6s̃3)/γ6,

s6 = (m21γ2γ7s̃2 +m31γ9s̃3 −m31α
2c̃3)/γ6,

s7 = m21c̃2 −m11c̃1,

s8 = γ4s̃1 − γ5s̃2,
s9 = m21c̃2γ4s̃1 −m11γ5c̃1s̃2,

s10 = c̃1 − c̃2,
s11 = (m1 −m2)c̃1c̃2,

s12 = γ4c̃2s̃1 − γ2c̃1s̃2,
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s18 = s1s6 − s3s4,

g22 = −γ21s22s̃1(y) + γ22s42s̃2(y)+

+ s44s̃3(y) + (s18 + s25)c̃1(y) + (s24−
− s18)c̃2(y)− α2/γ6s32(c̃3(y)),

s23+i = (siγimi1 − α2γ3s3)ci, i = 1, 2,

s40+i = (−1)i+1q9s2i + γ7/γ6s3i,

s42+i = (−1)i+1γ8s2i + γ9/γ6s3i.

Элементы матрицы (2.3) не содержат
экспоненциальных составляющих,растущих
на бесконечности, их выражение приведено
в [12]. Элементы матрицы Грина являют-
ся осциллирующими функциями, убывающи-
ми на бесконечности степенным образом, ме-
роморфными в комплексной плоскости. При
α→∞, ∆ = O(α4).

Поле перемещений в пористоупругой по-
лосе, лежащей на жидком слое, на непрони-
цаемой лицевой поверхности можно предста-
вить в виде

u(x, h1) =
1

2π

∫
R1

G(α, h1)P̃(α)e−iαxdα. (2.5)

Контур интегрирования R1 выбирается в со-
ответствии с принципом излучения [9], об-
ходя регулярные особенности αk подынте-
гральной функции c положительной дей-
ствительной частью и малой комплексной в
нижней комплексной полуплоскости. На уда-
лении от области приложения нагрузки эти
формулы могут быть преобразованы приме-
нением теории вычетов. В случае нормаль-
но приложенной нагрузки вертикальные пе-
ремещения на лицевой поверхности состав-
ной пористоупругой полосы имеют представ-
ление

u2(x, h1) =

=
n∑
k=1

4ig22(αk, h1)P̃2(αk)e
−iαkx

∆′(αk)
. (2.6)

3. Результаты численного анализа
и выводы

Численный анализ проводился по форму-
лам (2.5), (2.6), для чего был составлен пакет
программ в системе Maple.

В соответствии с [8] приняты следующие
значения механических характеристик, отве-
чающих насыщенному смесью воды и возду-
ха песчанику:

Ks = 3, 5 · 1010 Па, Kb = 0, 43 · 1010 Па,

Kf = 2, 25 · 109 Па, Kg = 0, 145 · 106 Па,

ρs = 2, 6 · 103 кг/м3, ρf = 1 · 103 кг/м3,

ρg = 1, 1 кг/м3,

m = 0, 3, mg = 0, 1, h1/h2 = 5.

Подынтегральная функция выражения
(2.5) имеет комплексные полюса, располо-
женные вблизи действительной оси. При их
нахождении использовался метод аргумента.
Наличие жидкого заглубленного слоя вызы-
вает быстрое изменение поведения и коли-
чества особенностей подынтегральной функ-
ции при увеличении частоты колебаний.
Мнимая составляющая полюсов, определяю-
щая затухание волнового поля на поверхно-
сти при удалении от области приложения на-
грузки, увеличивается с ростом частоты до-
статочно быстро. Возрастание пористости ге-
терогенного слоя вызывает уменьшение по-
люсов подынтегральной функции.

Графики перемещений поверхности поло-
сы при значениях ω = 3 и ω = 5 представле-
ны на рис. 1, 2. Сплошная линия соответству-
ет действительной части перемещений, пре-
рывистая — мнимой.

На рис. 3 приведены абсолютные величи-
ны перемещений.

Наличие заглубленного жидкого слоя в
значительной степени изменяет волновую
картину на лицевой поверхности составной
слоистой среды. Дисперсия колебаний со-
ставного слоя намного превосходит диспер-
сию колебаний гетерогенного, лежащего без
трения на жестком основании. На низких
частотах характер поведения поверхностных
волн быстро изменяется с ростом частоты,
что является энергетическим фактором, спо-
собствующим более быстрому разрушению
поверхностных слоев. Результаты настоящей
работы могут быть использованы при поста-
новке трудоемких натурных экспериментов,
например [14], и особенно важны для задач
прикладных исследований, при изучении ко-
лебании грунтовых гетерогенных сред, кото-
рые являются «низкочастотным фильтром».
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u

x

Рис. 1. Перемещения поверхности полосы
при удалении от области приложения

нагрузки при ω=3

Рис. 2. Перемещения поверхности полосы
при удалении от области приложения

нагрузки при ω=5

Рис. 3. Модули перемещения поверхности полосы при различных частотах колебаний.
Штрих-пунктирная линия соответствует ω=7, штриховая — ω=5, сплошная линия — ω=3
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