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МОДЕЛИРОВАНИЕ РЕЖИМОВ ЛАМИНАРНОГО ТЕЧЕНИЯ
ЖИДКОСТИ ВНУТРИ КАПИЛЛЯРА В МАГНИТНОМ ПОЛЕ

Лесев В.Н.1

LAMINAR MOTION MODELING OF THE LIQUID INSIDE THE CAPILLARY IN A MAGNETIC FIELD
Lesev V. N.

The most general regimes of kinetics of the capillary soaking in under the magnetic field have
been studied within the model of the laminar motion of the conductive liquid. The non-linear
equation of liquid motion in the capillary has been studied by the modified Fourier method.
There has been performed comparative analysis of the kinetics regimes of capillary soaking in
and their correspondence to the experimental data.
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Многие природные и технологические
процессы связаны с движением жидких си-
стем по капиллярам. Среди подобных про-
цессов наибольший интерес вызывают иссле-
дования, направленные на изучение гидроме-
ханики крови, лимфы, а также дисперсных
систем, к которым относятся нефть и нефте-
продукты [1–5]. При этом методы, использу-
ющиеся для исследования подобных систем,
в значительной степени отличаются от ме-
тодов исследования движения жидких фаз
со свободными границами [6–8] и представ-
ляются весьма трудоемкими при их реализа-
ции на практике. Многие процессы, связан-
ные с ламинарным движением жидкостей в
различных полях (гравитационных, электри-
ческих, магнитных, температурных и др.)
остаются мало исследованными и в настоя-
щее время. В основном это связано с тем, что
межфазные эффекты весьма чувствительны
к примесям и физическому состоянию по-
верхности, различным неровностям и шеро-
ховатостям, что не всегда можно учесть в ме-
тодике эксперимента.

Особую значимость в таких условиях
приобретают математические модели кине-
тики жидкости в капилляре и микроцирку-
лярной ячейке, позволяющие одновременно
учитывать большое число факторов, вклю-
чая и внешние. При этом исследование вли-
яния различных внешних воздействий на
процессы смачивания, растекания и движе-

ния жидкости открывает новые возможности
управления этими процессами, а развитие со-
временных технологий делает исследования
в данной области ещё более актуальными.

1. Вывод уравнения капиллярного
впитывания

Хорошо известно [9], что решение многих
практически важных прикладных задач свя-
зано с решением нелинейного уравнения дви-
жения жидкости в капилляре

h
d2h

dt2
+

(
dh

dt

)2

+
8η

r2ρ
h
dh

dt
=

=
2σ cos θ

rρ
− gh sinϕ, (1.1)

где h — перемещение жидкости в капилляре,
ρ,m— плотность и масса жидкости, ϕ— угол
наклона цилиндрического капилляра радиу-
са r к горизонту, θ — краевой угол смачи-
вания, g – ускорение свободного падения, η,
σ — вязкость и поверхностное натяжение.

Решение нелинейного уравнения (1.1) на-
ходится лишь приближенными аналитиче-
скими или численными методами. Для вер-
тикального капилляра (ϕ = 90◦) методом
возмущения по малому параметру в первом
приближении решение уравнения (1.1) при-
ведено в [10]. Однако, практическое его ис-
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пользование создает большие неудобства из-
за представления решения в неявном виде.

Рассмотрим прямолинейное изотермиче-
ское течение в магнитном поле вязкой про-
водящей жидкости внутри цилиндрического
капилляра, расположенного под углом ϕ к
горизонту. Ось Ox направим вдоль прямоли-
нейного течения смачивающейся жидкости.

В предположении прямолинейного тече-
ния в неизменном поперечном магнитном по-
ле равнодействующая сил F (i)

x , действующих
на движущуюся жидкость в капилляре, на
основании закона сохранения импульса опре-
деляется равенством

∑
i

F (i)
x =

dm

dt

dh

dt
+m

d2h

dt2
=

= πρr2

[(
dh

dt

)2

+ U
d2h

dt2

]
. (1.2)

Сила вязкого сопротивления, действую-
щая на жидкость в капилляре при ламинар-
ном режиме, по формуле Пуазейля равна

F (1)
x = −8πηh

dh

dt
. (1.3)

На столб жидкости в капилляре длиной
h действует также составляющая силы тяже-
сти, равная

F (2)
x = −πρgr2h sinϕ. (1.4)

Поверхностная движущая сила растека-
ния, связанная с изменением свободной энер-
гии системы ∆WS , равна

F (3)
x = −∆WS

h
= −∆S12

h
(σ12 − σ13) =

= 2πrσ12 (cos θS − cos θ) , (1.5)

где Sij — площадь поверхности раздела меж-
ду i-й и j-й фазами, σij — межфазные по-
верхностные натяжения; индексам i, j = 1
соответствует твердое тело, i, j = 2 — жид-
кость, а i, j = 3 — окружающая среда, θS —
равновесный краевой угол, θ 6 π/2.

Рассматривая смачивание как процесс по-
лимолекулярной адсорбции жидкости на по-
верхности твердого тела, запишем выраже-
ние для поверхностной движущей силы (1.5)
в виде

F (3)
x = 2πrσ12 cos θS

(
1− βe−

t
tθ

)
, (1.6)

где параметр

β = 1− cos θ0
cos θS

,

а tθ — время релаксации краевого угла θ.
С учетом принятых обозначений имеем

β = 1 при θ0 = π/2 и β = 0 при θ0 = θS .

На движущийся в магнитном поле столб про-
водящей жидкости в капилляре действует
электромагнитная сила [11], определяемая
равенством

F (4)
x =

1

ρ
mfx = πhr2

1

c
[j×H]x =

= −πr2γ
(
Hz

c

)2 dh

dt
. (1.7)

Здесь fx — объемная плотность пондеромо-
торных сил, γ — удельная проводимость, c —
скорость света.

Из (1.2), с учетом (1.3), (1.4), (1.6) и (1.7),
получим уравнение капиллярного впитыва-
ния проводящей жидкости в магнитном поле
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t
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. (1.8)

Отметим, что уравнение, аналогичное
(1.8), было получено в [9] на основе уравне-
ний Навье-Стокса без учета действия элек-
тромагнитных сил и релаксации краевого уг-
ла смачивания.

2. Постановка задачи в безразмерных
переменных

Применяя модифицированный метод Фу-
рье [12], можно получить приближенное ана-
литическое решение нелинейного уравнения
(1.8) с соответствующими начальными усло-
виями.

Для этого, переходя к безразмерным пе-
ременным, запишем уравнение (1.8) в виде

d2

dτ2
(
x2
)

+
1

ε

d

dτ

(
x2
)

+
2

ε
x =

=
2

ε

[
1− β exp

(
− τ
τθ

)]
, (2.1)

где

x =
h

hM
, τ = χt, χ =

r3 (ρg sinϕ)2

16ηefσ12 cos θS
,
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ω =
1

χtθ
, ε =

r5ρ3g2

128η2efσ23 cos θ
,

ηef = 1 +Ha2
/

8,

hM =
2σ12 cos θS
rρg sinϕ

— максимальное перемеще-

ние жидкости в капилляре, Ha =
rHZ

c

√
γ

η
—

число Гартмана.
Уравнение (2.1), дополненное начальны-

ми условиями

x|τ=0 = 0,
dx

dτ

∣∣∣∣
τ=0

=
1√
ε
, (2.2)

представляет собой задачу, моделирующую
исследуемый физический процесс.

3. Исследование математической
модели

Представим функции x (τ) и x2 (τ), удо-
влетворяющие условию Дирихле на отрезке
[0, 1], в виде рядов

x =
∞∑
n=1

αn sin (πnx) ,

x2 =

∞∑
n=1

βn sin (πnx) ,

(3.1)

где

αn = 2

1∫
0
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=
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{
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2
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]
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}
.

С учетом (3.1) уравнение (2.1) запишем в
виде
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]
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(3.2)

где

γn =
βn
αn

= 1− 2

(πn)2

[
1− 1

cos (πn)

]
, ∀ n ∈ N.

Принимая обозначения

x (τ) =
∞∑
n=1

un (τ) , un (τ) = αn sin (πnx) ,

с учетом (2.2), редуцируем (3.2) к задаче Ко-
ши

L [un] ≡ d2un
dτ2

+
1

ε

dun
dτ

+
2

εγn
un =

=
2 (1− β)

γn (1 + n)n
, ∀n ∈ N, (3.3)

un|τ=0 = 0,
dun
dτ

∣∣∣∣
τ=0

=
1

n (n+ 1)
√
ε
. (3.4)

Уравнения (3.3) относительно неизвест-
ных функций un (τ) являются линейными, а
их характеристические уравнения

k2 +
1

ε
k +

2

εγn
= 0, ∀n ∈ N,

имеют корни

k(1)n = − 1

2ε

(
1−

√
Dn

)
,

k(2)n = − 1

2ε

(
1 +

√
Dn

)
,

где Dn = 1− 8ε
γn
.

С другой стороны, из (3.3) видно, что со-
противление среды характеризуется величи-
ной −1

ε
dun
dτ , а возмущающая сила убывает со

временем по экспоненциальному закону.
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Найдем решение (3.3), (3.4) для
случаев Dn > 0 и Dn < 0 при
τθ 6= 2ε

/(
1 +
√
Dn

)
, ∀n ∈ N, так как эти

требования соответствуют двум наиболее ха-
рактерным режимам протекания исследуе-
мого процесса.

Режим 1. Требования Dn > 0, ∀n ∈ N
соответствуют случаю, когда сопротивление
среды велико и выполняются при значениях
параметра системы ε < γ1/8 ≈ 0.0743391.

Решение задачи (3.3), (3.4) при этом име-
ет вид

un (τ) =
1

n (n+ 1)
−

− e−
τ
2ε

(
c(1)n e

√
Dn
2ε

τ + c(2)n e−
√
Dn
2ε

τ
)
−

− βBn
n (n+ 1)

e
− τ
τθ , ∀ n ∈ N, (3.5)

где
c(i)n = −∆(i)

n

/
∆n, i = 1, 2,

∆n = −
√
Dn

/
(2ε),

∆(1)
n = −

(
b(1)n k(2)n − b(2)n

)
,

∆(2)
n = −

(
b(2)n − b(1)n k(1)n

)
,

b(1)n =
βBn − 1

n (n+ 1)
,

b(2)n =
1

n (n+ 1)

[
β

τθ
Bn −

1√
ε

]
,

Bn =
2τ2θ

2τ2θ − γnτθ + εγn
.

Принимая во внимание принятые выше
обозначения, на основании (3.5) окончатель-
но получим выражение для кинетики капил-
лярного впитывания проводящей жидкости в
магнитном поле в виде

x (τ) =

= 1− e−
τ
2ε

∞∑
n=1

(
c(1)n e

√
Dn
2ε

τ + c(2)n e−
√
Dn
2ε

τ
)
−

− βe−
τ
τθ

∞∑
n=1

Bn
n (n+ 1)

. (3.6)

Из (3.6) следует, что движение жидкости
апериодичное и не имеет колебательного ха-
рактера.

Режим 2. Требования Dn < 0, ∀n ∈ N
соответствуют случаю, когда сопротивление

среды невелико и выполняются при значени-
ях параметра системы ε > γ2/8 = 0, 125.

Решение задачи (3.3), (3.4) в указанном
случае имеет вид

un (τ) =
1

n (n+ 1)
+e−

τ
2εAn sin (wnτ + ϕn)−

− βBn
n (n+ 1)

e
− τ
τθ , ∀ n ∈ N, (3.7)

где

An =

√(
c
(3)
n

)2
+
(
c
(4)
n

)2
, ϕn = arctg

c
(3)
n

c
(4)
n

,

wn =
√
−Dn

/
(2ε),

c(3)n = b(1)n , c(4)n =
1

wn

[
1

2ε
b(1)n − b(2)n

]
.

Согласно (3.7) решения соответствующих
(3.3) однородных уравнений представляют
собой уравнения колебания, амплитуда ко-
торых Ane

− τ
2ε зависит от времени, причем

Ane
− τ

2ε → 0 при τ → ∞. При этом период
затухания T = 2π/wn, где wn — частота ко-
лебания, ϕn — начальная фаза колебания.

С учетом принятых выше обозначений,
на основании (3.7) окончательно получим
выражение для кинетики капиллярного впи-
тывания проводящей жидкости в магнитном
поле в виде

x (τ) = 1− e−
τ
2ε

∞∑
n=1

An sin (wnτ + ϕn)−

− βe−
τ
τθ

∞∑
n=1

Bn
n (n+ 1)

. (3.8)

На основе предустановленных результа-
тов проведен вычислительный эксперимент
по расчету кинетики капиллярного впиты-
вания дистиллированной воды в магнит-
ном поле, результаты которого приведены на
рис. 1.

Кинетика капиллярного впитывания, со-
ответствующая первому и второму режи-
мам, рассчитывалась при следующих значе-
ниях безразмерных параметров ε = 0, 03671,
Ha = 3,27 и ε = 0, 17407, Ha = 7,27 соот-
ветственно, β = 0, 5, τθ = 3, а безразмерный
шаг по времени был равен 0,01. Суммирова-
ние рядов проводилось до значения n = 50,
что позволило производить расчеты с точно-
стью до 10−5.
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Рис. 1. Кинетика капиллярного впитывания дистиллированной воды в магнитном поле: 1 —
первый режим, 2 — второй режим

Заключение

Анализ полученных решений позволяет
утверждать, что при значениях парамет-
ра системы 0, 0743391 6 ε 6 0, 125 име-
ет место неустановившийся переходный ре-
жим капиллярного впитывания, а с увели-
чением напряженности внешнего магнитно-
го поля кинетика капиллярного впитывания
в рассмотренных случаях замедляется. Такое
движение можно интерпретировать как дви-
жение жидкости с эффективной вязкостью
ηe = η

(
1 +Ha2

/
8
)
.

Расчеты, проведенные на основе получен-
ных решений (3.6) и (3.8) показывают, что
они адекватно описывают наиболее харак-
терные режимы протекания моделируемого
процесса. В отсутствии внешнего магнитно-
го поля, т. е. когда Ha → 0, кинетические
кривые переходят в хорошо известные кри-
вые Уошборна.
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