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ВОССТАНОВЛЕНИЕ ДИНАМИКИ ДИПОЛЬНОГО МОМЕНТА
ПО ЕГО ЭЛЕКТРОМАГНИТНОМУ ПОЛЮ1

Эпп В.Я.2, Янц Ю.Г.3

RECONSTRUCTION OF DIPOLE DYNAMICS FROM ITS ELECTROMAGNETIC FIELD
Epp V.Ya., Yants Yu. G.

The inverse problem for an electromagnetic field produced by a dipole is solved. It is assumed
that the field of an arbitrary changing dipole is known. Obtained formulae allow calculation
of the position and dynamics of the dipole which produces the given field. The derived results
can be used for study of oscillations of the atoms in crystal lattice, for detection of cracks in
solids, — in all cases when the source dynamics of dipole radiation should be defined.
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Введение

Поле, создаваемое зависящим от времени
дипольным электрическим моментом, изуче-
но довольно хорошо. Известны выражения
для напряженностей электрического и маг-
нитного поля [1]. В [2] представлено Фурье-
разложение для электрического и магнитно-
го поля диполя. Практически в любом учеб-
нике электродинамики можно найти выра-
жения для мощности и спектра излучения
диполя. Тем не менее, ряд вопросов в этой
области остается неизученным, например, за-
дача восстановления динамики диполя по со-
здаваемому полю — обратная задача для по-
ля диполя.

Обращение к данной теме связано с тем,
что в последнее время возникают задачи,
в которых требуется найти источник элек-
тромагнитных волн, если само поле извест-
но. Например, в Институте мониторинга кли-
матических и экологических систем Сибир-
ского отделения РАН с помощью регистра-
ции электромагнитного излучения исследу-
ются напряженно-деформированные состоя-
ния грунтов [3] и образование трещин в стро-
ительных конструкциях [4].

Другим примером является генерация
электромагнитного сигнала при землетрясе-
ниях. Регистрация электромагнитных пред-
вестников, возникающих на стадии интенсив-
ного растрескивания в процессе разрушения
земной коры, позволяет предсказать земле-
трясение [5].

Обратная задача для поля диполя реше-
на в работе [6]. Полученное решение обладает
особенностью в случае, если вектор напря-
женности магнитного поля в точке наблю-
дения параллелен скорости изменения это-
го вектора. В настоящей работе мы кратко
представим решение обратной задачи в дру-
гом виде и подробно рассмотрим случай, ко-
гда [HḢ]. Здесь H — вектор напряженности
магнитного поля в точке наблюдения, точкой
обозначена производная по времени.

1. Решение обратной задачи

Напряженности электрического E и маг-
нитного H полей, создаваемых дипольным
электрическим моментом p, определяются
формулами

E =
1

r3
{[
n[np̈]

]
+ 3n(nP′)−P′

}
,
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H =
1

r3
[nP′],

где

P = p + p′, p′ =
dp

dτ
, τ =

ct

r
, (1.1)

n = r/r — единичный вектор, r — радиус-
вектор, соединяющий дипольный момент с
точкой, для которой записаны формулы для
E и H, r — модуль радиус-вектора, c — ско-
рость света. Штрихом обозначены производ-
ные по приведенному времени τ . Условия об-
ратной задачи предполагают, что электро-
магнитное поле создается дипольным элек-
трическим моментом. Напряженности элек-
трического и магнитного полей известны как
функции времени. Требуется найти источник
этого электромагнитного поля, т. е. вектор
дипольного момента p как функцию времени
и радиус-вектор r.

Решение обратной задачи получено в [6]
и имеет следующий вид

n = ± [HḢ]∣∣[HḢ]
∣∣ , (1.2)

r = c
(n[HA])

(n[AB])
= c

(n[BH])

(n[HA])
,

p(t′) = e−τ
{
p0 + r3

∫ [
[nH1]+

+
1

2
n(nE)

]
eτdτ

}
, (1.3)

где τ = ct/r — безразмерное время, p0 — про-
извольный постоянный вектор,A = Ḧ−[nË],
B = Ḣ− [nĖ] — известные векторы,

H1 =

∫
H(t) dt, t′ = t− r/c.

Как видно из формулы (1.2), полученное ре-
шение обладает особенностью при [HḢ] = 0.

Рассмотрим другой вариант решения об-
ратной задачи. Два вектораH и E в формуле
(1.1) определяются одним вектором p и его
производными. Следовательно, между век-
торами H и E и их производными существу-
ет функциональная зависимость. Нетрудно
проверить, что эта зависимость имеет вид:

H2 = [nE2], (1.4)

где

H2 = H +
r

c
Ḣ +

r2

c2
Ḧ, (1.5)

E2 =
r

c
Ė +

r2

c2
Ë. (1.6)

Таким образом, мы имеем векторное
уравнение (1.4), которое позволяет, в прин-
ципе, выразить вектор r через производные
от известных векторов H и E. Эту задачу
можно разбить на вычисление единичного
вектора n и модуля вектора r из уравнения
(E2H2) = 0, которое является уравнением
третьего порядка на r(r

c

)3
(ËḦ) +

(r
c

)2
(ĖḦ + ËḢ)+

+
r

c
(ĖḢ + ËH) + (ĖH) = 0. (1.7)

Последнее уравнение может иметь один
или три действительных корня в зависимо-
сти от вида функций H(t) и E(t). В случае
трех корней критерием выбора правильного
решения является условие r = const. Урав-
нение (1.7) выражает связь между произ-
водными от напряженностей электрического
и магнитного полей в некоторой точке про-
странства и расстоянием до источника. На-
личие такой связи обусловлено тем, что фор-
мулы (1.1) содержат слагаемые, убывающие
с расстоянием с разными степенями r. Так, в
дальней (волновой) зоне преобладает слага-
емое, пропорциональное второй производной
по времени от вектора дипольного момента.
В ближней зоне электрическое поле пропор-
ционально дипольному моменту, а магнитное
поле — производной от дипольного момента.
Соответственно, в уравнении (1.7) слагаемое,
пропорциональное вторым производным от
напряженностей полей, содержит r3, и чем
ниже степень производной, тем ниже степень
r. Таким образом, соотношение между произ-
водными по времени от напряженностей по-
лей в некоторой точке пространства позво-
ляет, в принципе, определить расстояние до
источника.

Если известно расстояние r, то единич-
ный вектор n можно найти из уравнения
(1.4):

n =
[E2H2]±E2

√
E2

2 −H2
2

E2
2

. (1.8)

Знак плюс или минус выбирается так, чтобы
вектор Умова–Пойнтинга образовывал ост-
рый угол с направлением n [6].
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Чтобы вычислить вектор p, найдем про-
екцию вектора E на плоскость, ортогональ-
ную вектору n. Для этого умножим первое
из уравнений (1.1) слева и справа векторно
на n. В результате получим[

n[En]
]

=
1

r3
[
n[(p + p′ + p′′)n]

]
.

Подставляя выражение для H, найдем

p⊥ = r3
[
n([nE]−H)

]
,

где p⊥ = p−n(pn) — проекция вектора p на
плоскость, ортогональную n. Параллельную
вектору n составляющую найдем, умножая E
скалярно на n. Интегрируя полученное урав-
нение

(En) = 2r−3
[
(np) + (np′)

]
по τ , имеем:

(np) = e−τ
[
p0 +

1

2
r3
∫

(En)eτdτ

]
.

Здесь p0 — произвольная постоянная.
Таким образом, решение уравнений (1.1)

относительно дипольного момента имеет вид

p = r3
[
n([nE]−H)

]
+

+ ne−τ
[
p0 +

1

2
r3
∫

(En)eτdτ

]
. (1.9)

Можно показать, что это решение эквива-
лентно решению (1.3).

Заключение

Из уравнения (1.9) видно, что решение
для вектора дипольного момента определено
с точностью до p0ne−

ct
r . Это связано с тем,

что уравнения для поля диполя инвариантны
относительно замены p→ p + p0ne

− ct
r . Дру-

гими словами, если дипольный момент изме-
няется как p = p0e

−αt, α > 0, то в направле-
ниях ±p0 на расстоянии r = c/α от диполя
его электрическое и магнитное поля равны
нулю. Указанная неопределенность решения
относится только к продольной относительно
n составляющей дипольного момента. Попе-
речная компонента вектора p определяется
вполне однозначно.

Несмотря на то, что полученное решение
обратной задачи является точным, при прак-
тическом использовании этих формул точ-
ность численных расчетов зависит от рас-
стояния между наблюдателем и источником

поля. Например, на больших расстояниях
(r � c∆t, где ∆t — характерное время из-
менения дипольного момента) поле диполя
приближается к полю излучения, а именно:
векторы E,H и n становятся взаимно ортого-
нальными и E ≈ H. При этом формула (1.8)
для n вырождается в формулу

n =
[E2H2]

E2
2

=
[ËḦ]

Ë2
=

[EH]

E2
, (1.10)

поскольку для больших r из определений
(1.5) и (1.6) следует, что

H2 = Ḧ, E2 = Ë.

В уравнении (1.7) при больших r первое
слагаемое много больше остальных, а при
r → ∞ это уравнение обращается в тожде-
ство. Поэтому при большом расстоянии до
источника поля вычисление этого расстоя-
ния становится проблемой.

Что касается вычисления динамики ди-
поля, то формула (1.9) становится малопри-
годной для больших расстояний, так как

([nE]−H)→ 0, (En)→ 0

и мы имеем произведения очень большого
числа r на малые числа. Однако формула
(1.3) сохраняет свое значение. Действитель-
но, при r →∞ слагаемое с (nE) стремится к
нулю, в то время как слагаемое с [nH1], ко-
торое описывает поперечную относительно n
составляющую дипольного момента, остает-
ся конечным. Более того, формула (1.3) упро-
щается в силу того, что при больших r и ин-
тегрировании в конечных пределах τ мало, и
мы можем положить e±τ = 1. Тогда из (1.9)
следует, что

p⊥

(
t− r

c

)
= p0 + rc2

∫
dt

∫
[nH] dt.

Поскольку r неизвестно, последняя фор-
мула дает динамику диполя с точностью
до постоянного множителя, аддитивной кон-
станты и фазы r/c.

Таким образом, при больших расстояни-
ях от диполя уверенно вычисляются только
направление единичного вектора n и дина-
мика поперечной составляющей дипольного
момента.
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