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В работе установлена возможность про-
ектирования наноматериалов, обладающих
заданными квантово-механическими свой-
ствами. Этого удается достигнуть благодаря
особой роли псевдодифференциальных урав-
нений, возникающих при построении блоч-
ных элементов для уравнения Шредингера.
В частности, установлено, что построенные
для уравнения Шредингера в работах [1–5]
блочные элементы и описывающие их выра-
жения имеют определенные свойства соот-
ношений квантовой механики [6, 7]. В част-
ности, сама функция, описывающая блоч-
ный элемент, должным образом нормиро-
ванная, является функцией состояния ча-
стицы, находящейся в стационарном состо-
янии [6, 7]. Псевдодифференциальные урав-
нения несут в себе свойства соотношений
квантования энергии частицы в потенциаль-

ной яме или соотношений, обеспечивающих
сшивание функций состояния на границах
разных энергетических зон. Сочетая различ-
ные блочные элементы, можно регулировать
квантовомеханические параметры изучаемой
структуры. Эти особенности могут оказать-
ся полезными при проектировании наномате-
риалов с заданными квантовомеханическими
свойствами. В частности, с их помощью ока-
зывается возможным, наряду с общеприня-
тыми объектами, описывающими наномате-
риалы как квантовые ямы, квантовые про-
волоки и квантовые точки, создавать более
сложные конструкции таких объектов.

1. В работе [5] для уравнения Гельмголь-
ца

Q(∂r, ∂θ, ∂ϕ)ψ = (∆ + k2)ψ(r, θ, ϕ) = 0,
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, (1)

r, θ, ϕ ∈ Ω,

совпадающего со стационарным уравнением
Шредингера, построен блочный элемент в
форме шара радиуса b. Ниже это уравне-
ние рассматривается в сферической системе
координат с позиции квантовой механики в
предположении, что частица, имеющая пол-
ную E и потенциальную U энергии, находит-
ся в стационарном состоянии в потенциаль-
ной яме 0 < r < b. Предполагается, что стен-
ка r = b является барьером b 6 r < ∞ вы-
соты U0, а стенка r = 0 — непроницаема,
бесконечно высокая и является источником
частиц, летящих к барьеру. В этом случае
функция ψ(r, θ, ϕ) является функцией состо-
яния. Параметр k2 имеет вид

k2 =
2m0

~2
(E − U0). (2)

Здесь E — полная энергия частицы, m0 — ее
масса, ~ — постоянная Планка.

Рассмотрим различные случаи энергети-
ческого состояния частицы в разных потен-
циальных ямах. К ним относятся следующие
случаи:

1. Барьер бесконечной высоты, т.е.
U0 =∞.

2. U0 <∞, надбарьерное движение части-
цы.

3. U0 <∞, подбарьерное движение части-
цы.

Введем следующие обозначения:

B2(l,m) =

=

π∫
0

2π∫
0

g(θ, ϕ)Y m−
l (θ, ϕ) sin θdθdϕ = G(l,m),

B−1
2 (θ, ϕ)G =

=

∞∑
l=1

l∑
m=−l

G(l,m)Y m+
l (θ, ϕ) = g(θ, ϕ),

B3(λ, l,m)g =

=

∞∫
0

π∫
0

2π∫
0

g(r, θ, ϕ)Jl+ 1
2
(λr)Y m−

l (θ, ϕ)×

× sin θdθdϕrdr = G(λ, l,m), (3)

B−1
3 (r, θ, ϕ)G =

=
∞∑
l=1

l∑
m=−l

∞∫
0

G(λ, l,m)Jl+ 1
2
(λr)×

× Y m+
l (θ, ϕ)λdλ = g(r, θ, ϕ).

В первом случае функция состояния
представляется блочным элементом [5]

ψ(r, θ, ϕ) = B−1
3 (r, θ, ϕ)

Llm(λ, b)

(λ2 − k2)
,

Llm(λ, b) =

= b2ψ′lm(b)Tlm(λ, b)− b2ψlm(b)T ′lm(λ, b), (4)

Tlm(λ, r) =
1√
r
Jl+ 1

2
(λr).

Параметр k2 принимает вид

k2 =
2m0

~2
E. (5)

Здесь Jν(λr) — функция Бесселя, Y m
l (θ, ψ) —

сферическая функция

Y m±
l (θ, ϕ) =

=
1

2

√
2l + 1

π

(l − |m|)!
(l + |m|)!

P
|m|
l (cos θ)e±imϕ. (6)

Псевдодифференциальные уравнения
для этой граничной задачи вырождаются
в алгебраические и представимы в виде

ψ′lm(b)Tlm(k, b)− ψlm(b)T ′lm(k, b) = 0, (7)

l,m = 1, 2, . . . ,

ψlm(r) = B2(l,m)ψ(r, θ, ϕ).

Принимая во внимание, что в потенци-
альной яме условия на ее границах имеют
значения ψ(0) = ψ(b) = 0 [6, 7], псевдодиф-
ференциальные уравнения принимают вид

ψ′lm(b)Tlm(k, b) = 0, l,m = 1, 2, . . . .

Откуда при ψ′lm(b) 6= 0 следует

Tlm(k, b) = 0, l,m = 1, 2, . . . . (8)

Нули этой функции обеспечивают квантова-
ние энергии частицы в бесконечно глубокой
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яме. Таким образом, псевдодифференциаль-
ные уравнения блочного элемента для ша-
ра являются условиями квантования энергии
частицы в такой яме.

Рассмотрим второй случай — надбарьер-
ного движения частицы.

Тогда в области 0 6 r 6 b функция со-
стояния дается уравнениями (7), а в области
b 6 r 6∞ она имеет представление вида [5]

w(r, θ, ϕ) = B−1
3 (r, θ, ϕ)

Nlm(λ, b)

(λ2 − k2
1)
, (9)

k2
1 =

2m0

~2
(E − U0), E > U0, k1 > 0,

(λ2 − k2
1)W (l,m, λ) = Nlm(λ, b), (10)

l,m = 1, 2, . . . ,

Nlm(λ, b) =

= b2w′lm(b)Plm(λ, b)− b2wlm(b)P ′lm(λ, b),

wlm(r) = B2(l,m)w(r, θ, ϕ),

Plm(λ, r) =
1√
r
H

(1)

l+ 1
2

(λr).

H
(1)
ν (λr) — функция Ханкеля первого рода.

Псевдодифференциальные уравнения прини-
мают вид (7), кроме того

w′lm1(b)Plm(k1, b)−
− wlm1(b)P ′lm(k1, b) = 0, (11)

l,m = 1, 2, . . . .

Граничные условия при r = b представи-
мы в форме [6, 7]

wlm(b) = wlm1(b),

w′lm(b) = w′lm1(b),
(12)

l,m = 1, 2, . . . .

Внося их в псевдодифференциальные
уравнения, приходим к соотношениям вида

Tlm(k, b)P ′lm(k1, b)− T ′lm(k, b)Plm(k1, b) = 0,

l,m = 1, 2, . . . .

В результате с учетом (7), (11), (12) по-
лучили уравнения, служащие для описания
параметров функций состояния над ямой и
барьером. Уравнения становятся комплексо-
значными и служат сшиванию функции со-
стояния частицы в разных энергетических
зонах.

Рассмотрим третий случай — подбарьер-
ного движения частицы.

Тогда параметр k принимает значение

k2 = i

√
2m0

~2
(U0 − E), E < U0.

Внося его в соотношение (11), приходим к
выражениям вида

Tlm(k, b)P ′lm(k2, b)− T ′lm(k, b)Plm(k2, b) = 0,

l,m = 1, 2, . . . .

Уравнение становится вещественным и слу-
жит условием квантования энергии при под-
барьерным движением частицы в условиях
туннелирования.

Таким образом, псевдодифференциаль-
ные уравнения в различных вариантах слу-
жат построению соотношений квантования
энергии и описанию поведения функции со-
стояния частицы при наличии потенциаль-
ных ям и барьеров.

Остановимся на оценке вероятности на-
хождения частицы в заданных областях
при энергетическом состоянии Es. Используя
спектральное представление блочного эле-
мента в первом случае, введем нормирова-
ние в формуле (4), взяв ks для принято-
го значения квантованной энергии в виде
ks = ~−1

√
2m0Es. Вычислим нормирующий

множитель, имеем

D =

∞∑
l=1

l∑
m=−l

∞∫
0

∣∣∣∣Llm(λ, b)

(λ2 − k2
s)

∣∣∣∣2 λdλ.
Заметим, что под интегралом стоит огра-

ниченная функция, интегрируемая на по-
луоси. Тогда функция состояния ψ0(r, θ, ϕ),
взятая в виде

ψ0(r, θ, ϕ) = D−1B−1
3 (r, θ, ϕ)

Llm(λ, b)

(λ2 − k2
s)
,

служит определению вероятности нахож-
дения частицы в интересующей зоне. На-
пример, вероятность v(a1, a2) нахожде-
ния частица в сферическом поясе [a1, a2],
0 < a1 < a2 < b определяется формулой

v(a1, a2) =

= D−1
∞∑
l=1

l∑
m=−l

∞∫
0

{∣∣∣∣Llm(λ, a2)

(λ2 − k2)

∣∣∣∣2−
−
∣∣∣∣Llm(λ, a1)

(λ2 − k2)

∣∣∣∣2
}
λdλ.
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2. В предыдущем пункте на примере про-
стой задачи показана связь блочных эле-
ментов с квантовой механикой. Подобная
связь имеет место и в случае более слож-
ных трехмерных блочных элементов, постро-
енных в [1–4] для уравнения Шредингера (1)
или для несколько более общего. Ниже при-
водятся отдельные формулы, описывающие
ряд указанных блочных элементов и связан-
ных с ними псевдодифференциальных урав-
нений. К их числу относятся приводимые
в качестве примера функции, описывающие
соответствующие псевдодифференциальные
уравнения. Для прямоугольного параллеле-
пипеда два псевдодифференциальных урав-
нения имеют вида

F−1(x1
1, x

1
2)

{ a∫
−a

c∫
−c

A33

(
ϕ′13 − iα1

3−ϕ1

)
×

× exp i
[
α1

1η
1
1 + α1

2η
1
2

]
dη1

1dη
1
2+

+

c∫
−c

b∫
−b

A11

(
ϕ′22 + iα1

1ϕ2

)
×

× exp i
[
−α1

1a+ α1
2x

2
2 + α1

3−
(
x2

1 − b
)]
dx2

1dx
2
2+

+

a∫
−a

c∫
−c

A33

(
ϕ′33 + iα1

3−ϕ3

)
×

× exp i
[
−α1

1x
3
1 + α1

2x
3
2 − α1

3−2b
]
dx3

1dx
3
2−

−
c∫
−c

b∫
−b

A11

(
ϕ′43 − iα1

1ϕ4

)
×

× exp i
[
α1

1a+ α1
2x

4
2 − α1

3−
(
x4

1 + b
)]
dx4

1dx
4
2+

+

a∫
−a

b∫
−b

A22

(
ϕ′53 + iα1

2ϕ5

)
×

× exp i
[
α1

1x
5
1 − α1

2c+ α1
3−
(
x5

2 − b
)]
dx5

1dx
5
2+

+

a∫
−a

b∫
−b

A22

(
ϕ′63 − iα1

2ϕ6

)
×

×exp i
[
−α1

1x
6
1 + α1

2c+ α1
3−
(
x6

2 − b
)]
dx6

1dx
6
2

}
=

= 0,

∣∣x1
1

∣∣ 6 a,
∣∣x1

2

∣∣ 6 c;

F−1(x2
1, x

2
2)

{ b∫
−b

c∫
−c

A11

(
ϕ′23 − iα2

3−ϕ2

)
×

× exp i
[
α2

1η
2
1 + α2

2η
2
2

]
dη2

1dη
2
2+

+

a∫
−a

c∫
−c

A33

(
ϕ′33 + iα2

1ϕ3

)
×

× exp i
[
−α2

1b+ α2
2x

3
2 + α2

3−
(
x3

1 − a
)]
dx3

1dx
3
2+

+

b∫
−b

c∫
−c

A11

(
ϕ′43 + iα2

3−ϕ4

)
×

× exp i
[
−α2

1x
4
1 + α2

2x
4
2 − α2

3−2a
]
dx4

1dx
4
2+

+

a∫
−a

c∫
−c

A33

(
ϕ′13 + iα2

1ϕ1

)
×

× exp i
[
α2

1b+ α2
2x

1
2 − α2

3−
(
x1

1 + a
)]
dx1

1dx
1
2+

+

a∫
−a

b∫
−b

A22

(
ϕ′53 + iα2

2ϕ5

)
×

× exp i
[
α2

1x
5
2 − α2

2c− α2
3−
(
x5

1 + a
)]
dx5

1dx
5
2+

+

a∫
−a

b∫
−b

A22

(
ϕ′63 − iα2

2ϕ6

)
×

×exp i
[
α2

1x
6
2 + α2

2c+ α2
3−
(
x6

1 − a
)]
dx6

1dx
6
2

}
= 0,

∣∣x2
1

∣∣ 6 b,
∣∣x2

2

∣∣ 6 c.

, Аналогично для прямоугольной треуголь-
ной пирамиды они представимы в форме

F−1(x3
1, x

3
2)

{ a∫
−a

c∫
−c

A33

(
ϕ′33 − iα3

3−ϕ3

)
×

× exp i
[
α3

1η
3
1 + α3

2η
3
2

]
dη3

1dη
3
2−

−
b∫
−b

c∫
−c

A11

(
ϕ′23 − iα3

1ϕ2

)
×

× exp i
[
α3

1α+ α3
2x

2
2 − α3

3−
(
x2

1 + b
)]
dx2

1dx
2
2−

−
a∫
−a

b∫
−b

A22

(
ϕ′63 − iα3

2ϕ6

)
×

× exp i
[
α3

1x
6
1 + α3

2c− α3
3−
(
x6

2 + b
)]
dx6

1dx
6
2+

+

∫∫
∂Ωv

[
Av33

(
ϕ′v3 − i(c3

k3α
3
k)−ϕv

)
−
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− i(c3
k1α

3
k)−A

ν
13ϕv − i(c3

k3α
3
k)−A

ν
23ϕν

]
×

× E3ν

(
α3

1, α
3
2, α

3
3−, x

ν
1 , x

ν
2 , 0
)
dxν1dx

ν
2

}
= 0,

x3
1, x

3
2 ∈ ∂Ω3;

F−1(xν1 , x
ν
2)

{∫∫
∂Ων

[
Aν33

(
ϕ′ν3 − iαν3−ϕν

)
−

− iαν1Aν13ϕ
−
ν iα

ν
2A

ν
23ϕν

]
×

× exp i [αν1η
ν
1 + αν2η

ν
2 ] dην1dη

ν
2+

+

b∫
−b

c∫
−c

A11

(
ϕ′23 − i(c2

3mα
ν
m)−ϕ2

)
×

× Eν2

(
αν1 , α

ν
2 , α

ν
3−, x

2
1, x

2
2, 0
)
dx2

1dx
2
2+

+

a∫
−a

c∫
−c

A33

(
ϕ′23 − i(c3

3mα
ν
m)−ϕ3

)
×

× Eν3

(
αν1 , α

ν
2 , α

ν
3−, x

3
1, x

3
2, 0
)
dx3

1dx
3
2+

+

a∫
−a

b∫
−b

A22

(
ϕ′63 − i(c6

3mα
ν
m)−ϕ6

)
×

× Eν6

(
αν1 , α

ν
2 , α

ν
3−, x

6
1, x

6
2, 0
)
dx6

1dx
6
2

}
= 0,

xν1 , x
ν
2 ∈ ∂Ων .

Для произвольной треугольной пирами-
ды все псевдодифференциальные уравнения
даются соотношением

F−1(xν1 , x
ν
2)

{∫∫
∂Ων

[
Aν33

(
ϕv3 − iαν3−ϕν

)
−

− iαν1Aν13ϕν − iαν2Aν23ϕν
]
×

× exp i [αν1η
ν
1 + αν2η

ν
2 ] dην1dη

ν
2+

+
4∑

τ=1

′ ∫∫
∂Ωτ

[
Aτ33 (ϕτ3 − i(bτν3mα

ν
m)−ϕτ )−

− i(bτν1mα
ν
m)−A

τ
13ϕ
−
τ i(b

τν
2mα

ν
m)−A

τ
23ϕτ

]
×

×Dντ

(
αv1, α

v
2, α

v
3−, x

τ
1 , x

τ
2 , 0
)
dxτ1dx

τ
2

}
= 0,

ν = 1, 2, 3, 4.

Аналогично для многогранной пирамиды
они имеют следующее представление

F−1(xνs1 , x
νs
2 )

{∫∫
∂Ωνs

[
Aνs33

(
ϕνs3 − iανs3−ϕνs

)
−

− iανs1 A
νs
13ϕνs − iανs2 A

νs
23ϕνs

]
×

× exp i [ανs1 η
νs
1 + ανs2 η

νs
2 ] dηνs1 dηνs2 +

+

M0,Nτ∑
τ,k=1

′ ∫∫
∂Ωτk

[
Aτk33

(
ϕτk3 − i(bτk3mα

νs
m )−ϕτk

)
−

− i(bτk2mα
νs
m )−A

τk
13ϕ
−
τki(b

τk
2mα

νs
m )−A

τk
23ϕτk

]
×

×Dνsτk

(
ανs1 , α

νs
2 , α

νs
3−, x

τk
1 , xτk2 , 0

)
dxτk1 dxτk2

}
=

= 0, (13)

ν = 1, 2, . . . ,M0, s = 1, 2, . . . , Nν .

Во всех приведенных выражениях приня-
ты обозначения работ [1–4].

Не вызывает особых сложностей проведе-
ние аналогичного анализа по установлению
связей этих блочных элементов с квантовой
механикой, как это было сделано в п. 1. Этот
анализ позволяет сформулировать следую-
щие утверждения:

– каков бы ни был блочный элемент,
построенный для стационарного уравнения
Шредингера, для частицы найдется некото-
рая потенциальная яма с барьерами, в кото-
рой блочный элемент является функцией со-
стояния этой частицы. Псевдодифференци-
альные уравнения блочного элемента явля-
ются либо условиями квантования энергии
частицы, либо средством сшивания функций
состояния из разных энергетических зон.

Принимая во внимание, что множество
блочных элементов с использованием на-
номатериалов представляют алгебраическую
группу, в которой в качестве групповой опе-
рации выступает операция сложения блоков,
можно утверждать следующее:

– применением блочных элементов можно
создавать структуры, обладающие заданны-
ми квантовомеханическими свойствами, бо-
лее сложные, чем квантовые ямы, квантовые
проволоки и квантовые точки.

Блочные элементы, первоначально по-
строенные для исследования проблем сей-
смологии, могут оказаться полезными в
квантовой механике.
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