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В настоящее время большое внимание
уделяется исследованию волновых процессов
в средах со сложной структурой (анизотро-
пия, неоднородность, многокомпонентность).
Одним из примеров таких сред являются по-
роупругие насыщенные среды.

Задачами о распространении волн в по-
ристых насыщенных средах занимались мно-
гие отечественные и зарубежные ученые, в
том числе М.А. Био, В.Н. Николаевский,
В.П. Степанов, Р.И. Нигматулин, С. Коуин,
Ж. Нунциато, Б.П. Сибиряков, О.К. Кон-
дратьев, Н.С. Городецкая, Л.А. Игумнов и
многие другие. Фундаментальные решения
для пороупругой среды на основе нестацио-
нарной модели Био, в которой неизвестны-
ми являются компоненты смещений твердой
фазы и давление в порах, были получены и
подробно исследованы в работе [2].

Явные интегральные представления вол-
новых полей в пористых средах для задач
с простой геометрией типа слоя, полупро-
странства были получены ранее в работах [3–
7] и др. Однако интегральные представления
волновых полей в пороупругих средах для
задач с произвольной геометрией еще мало
изучены.

В настоящей работе представлен вывод
динамической теоремы взаимности и постро-
ены фундаментальные решения для моде-
ли Био в плоском случае, где неизвестны-
ми являются компоненты векторов смещений
твердой и жидкой фаз в рамках установив-
шихся гармонических колебаний

1. Постановка задачи для
ограниченного тела

Рассмотрим установившиеся колебания с
частотой ω плоской области S, заполненной
пороупругой средой и ограниченной гладким
контуром γ = Γ1∪Γ2. На Γ1 заданы нагрузки,
часть границы Γ2 жестко закреплена (рис. 1).

Движение пороупругой среды описыва-
ется с помощью системы уравнений Био-
Френкеля для режима установившихся коле-
баний [2]

σskj,j − iως(usk − u
f
k)+

+ ω2(uskρ11 − ufkρ12) = 0,

σf,k + iως(usk − u
f
k)+

+ ω2(uskρ12 − ufkρ22) = 0.

(1.1)
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Рис. 1

Определяющие соотношения для поро-
упругой среды имеют вид [2]

σf = Qεs +Rεf , (1.2)

σsij = λεsδij + 2µεsij +Qεfδij ,

ρ11 = (1− ε)ρs − ρ12,

ρ22 = ερf − ρ12,

ρ12 = ε(1− a)ρf .

Здесь ρs — плотность скелета, ρf — плот-
ность жидкости, σskj — компоненты тензора
напряжений в скелете, ε — объемная пори-
стость, σf — след тензора напряжений в жид-
кости, usk — компоненты вектора смещений
скелета, ufk — компоненты тензора смещений
жидкости, ς — параметр внутреннего трения
или диссипации.

Граничные условия задачи имеют вид


σsmjnm = Pj , (x, y) ∈ Γ1,

σf = p, (x, y) ∈ Γ1,

usi = 0, (x, y) ∈ Γ2,

ufi ni = 0, (x, y) ∈ Γ2.

(1.3)

2. Динамическая теорема взаимности

Для решения поставленной задачи необ-
ходимо сформулировать граничные инте-
гральные уравнения для пороупругой среды
на основе динамической теоремы взаимно-
сти.

Рассмотрим движение пороупругой сре-
ды Био-Френкеля (1.1) под действием мас-

совых сил для двух состояний

σ
s(m)
kj,j − iως(u

s(m)
k − uf(m)

k )+

+ ω2(u
s(m)
k ρ11 − uf(m)

k ρ12) =

= −F s(m)
k ,

σ
f(m)
,k + iως(u

s(m)
k − uf(m)

k )+

+ ω2(u
s(m)
k ρ12 − uf(m)

k ρ22) =

= −F f(m)
k ,

(2.1)

m = 1, 2.

Здесь F sk — компоненты вектора массовых
сил в скелете, F fk — компоненты вектора мас-
совых сил в жидкости.

Комбинируя данные системы уравнений
и интегрируя полученное выражение по
плоской области S, приходим к соотношению∫

S

(
σ
s(1)
kj,ju

s(2)
k + σ

f(1)
,k u

f(2)
k +

+F s(1)
m u

s(2)
k + F f(1)

m u
f(2)
k

)
ds =

=

∫
S

(
σ
s(2)
kj,ju

s(1)
k + σ

f(2)
,k u

f(1)
k +

+F s(2)
m u

s(1)
k + F f(2)

m u
f(1)
k

)
ds. (2.2)

Общий вид динамической теоремы взаим-
ности для пороупругой среды запишем, ис-
пользуя формулу Грина∫

γ

(
P
s(1)
k u

s(2)
k + σf(1)nku

f(2)
k

)
dγ+

+

∫
S

(
F s(1)
m u

s(2)
k + F f(1)

m u
f(2)
k

)
ds =
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=

∫
γ

(
P
s(2)
k u

s(1)
k + σf(2)nku

f(1)
k

)
dγ+

+

∫
S

(
F s(2)
m u

s(1)
k + F f(2)

m u
f(1)
k

)
ds, (2.3)

где P s(m)
k (m = 1, 2) — вектор напряжений в

скелете на границе среды.

3. Фундаментальные решения

Важным этапом метода граничных инте-
гральных уравнений является формулировка
фундаментальных решений для пороупругой
среды.

Под фундаментальными решениями си-
стемы (1.1)–(1.2) будем понимать решения,
соответствующие сосредоточенной нагрузке,
приложенной в точке (ξ1, ξ2).

Используя определяющие уравнения
(1.2), сформируем систему уравнений Био–
Френкеля (2.1) в перемещениях

grad
(
λ+ µdiv us(m)+

+Qdiv uf(m)
)

+ µ∆us(m)+

+ P s1 us(m) + P s2 uf(m)+

+ F(m)δ(x, ξ) = 0,

grad
(
Qdiv us(m) +R div uf(m)

)
+

+ P s1 us(m) + P s2 uf(m)+

+ G(m)δ(x, ξ) = 0,

(3.1)

m = 1, . . . , 4,

x = (x1, x2) , ξ = (ξ1, ξ2) ,

P s1 = ρ11ω
2 + iως, P s2 = ρ12ω

2 − iως,
P f1 = ρ12ω

2 − iως, P f2 = ρ22ω
2 + iως.

Векторы F(m), G(m) в зависимости от па-
раметра m принимают следующий вид:

F(1) = (1, 0), G(1) = (0, 0),

F(2) = (0, 1), G(2) = (0, 0),

F(3) = (0, 0), G(3) = (1, 0),

F(4) = (0, 0), G(4) = (0, 1).

Решение системы (3.1) будем искать на
основе представления Ламе в виде разложе-

ния на потенциальную и вихревую составля-
ющие

us(m) = grad
(
ϕs(m)

)
+

+ rot
(
ψs(m) · e3

)
, (3.2)

uf(m) = grad
(
ϕf(m)

)
+ rot

(
ψf(m) · e3

)
.

Массовые силы также можно предста-
вить в аналогичном виде [8]

Xs(m) = grad
(
θs(m)

)
+ rot

(
χs(m) · e3

)
,

Xf(m) = grad
(
θf(m)

)
+ rot

(
χf(m) · e3

)
,

Xs(m) = F(m)δ(x, ξ), Xf(m) = G(m)δ(x, ξ).

Подставляя (3.2) в (3.1), получим уравне-
ния относительно потенциалов ϕs(m), ϕf(m)

(3.3) и ψs(m), ψf(m)

Φ(m) =
(
ϕs(m) ϕf(m)

)
,

C∆Φ(m) + BΦ(m) = g(m), (3.3)

g(m) =

(
θs(m)

θf(m)

)
,

C =

(
P Q
Q R

)
, B =

(
P s1 P s2
P f1 P f2

)
.

Решение системы (3.3) определяется в виде
суммы

Φ(m) = m1ϕ
(m)
1 + m2ϕ

(m)
2 , (3.4)

m1 = (1,m1) , m2 = (m2, 1) ,

m1 = −Pκ
2
1 − P s1

Qκ2
1 − P s2

, m2 = −Pκ
2
2 − P

f
1

Qκ2
2 − P

f
2

,

где ϕ1 и ϕ2 — решения волновых уравнений

∆ϕi + κ2
iϕi = fi, i = 1, 2, (3.5)

fi =
g1ηi1 + g2ηi2
1−m1m2

, j = 1, 2,

η11 = C−1
11 −m2C

−1
21 , η12 = C−1

12 −m2C
−1
22 ,

η21 = C−1
21 −m1C

−1
11 , η22 = C−1

22 −m2C
−1
12 ,

κ2
3 =

det B

µP f2
, (3.6)

κ2
1,2 =

1

2 det C

[
±
√
a2 − 4 det C det B + a

]
,

a = (Rρ11 − 2Qρ12 + Pρ22)ω2+

+ iςω (P + 2Q+R) . (3.7)
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Рис. 2 Рис. 3

Графики действительной и мнимой ча-
стей волновых чисел κ1, κ2, κ3 для сре-
ды с параметрами λ = 0, 4026 · 109 Па,
µ = 0, 2493 · 109 Па, Q = 0, 0672 Па,
R = 0, 0295 Па, ρf = 820 кг/м3,
ρs = 2 600 кг/м3, ρ11 = 1 925, 9 кг/м3,
ρ22 = 2 151 кг/м3, ρ12 = −1, 9 кг/м3, ε = 0, 26,
ς = 0, 01 представлены на рис. 2, 3.

Решая (3.5) при помощи интегрального
преобразования Фурье, получим

ϕ(m)
q =

i

4

1

κ2
q

∂

∂xp
H

(1)
0

(
Rκq

)
×

×
[
ηq1F

(m)
p + ηq2G

(m)
p

]
, (3.8)

q = 1, 2,

p = 1 при m = 1, 3;

p = 2 при m = 2, 4,

где H(1)
0 (Rκq) — функция Ханкеля первого

рода.
Подставив (3.8) в (3.4) и преобразовав,

представим потенциалы ϕs, ϕf в форме

ϕs(m) =
i

4κ2
1

∂

∂xp
H

(1)
0 (Rκ1)×

×
[
η11F

(m)
p + η12G

(m)
p

]
+

+m2
i

4κ2
2

∂

∂xp
H

(1)
0 (Rκ2)×

×
[
η21F

(m)
p + η22G

(m)
p

]
, (3.9)

ϕf = m1
i

4κ2
1

∂

∂xp
H

(1)
0 (Rκ1)×

×
[
η11F

(m)
p + η12G

(m)
p

]
+

+
i

4κ2
2

∂

∂xp
H

(1)
0 (Rκ2)×

×
[
η21F

(m)
p + η22G

(m)
p

]
,

∆ψs(m) +
det B

µP f2
ψs(m)+

+
P f2 χ

s(m) − P s2χf(m)

µP f2
= 0, (3.10)

ψf(m) = − 1

P f2

(
χf(m) + P f1 ψ

s(m)
)
.

Аналогично из (3.10) получим представ-
ления для потенциалов ψs(m), ψf(m)

ψs =
i

4µP f2 κ
2
3

∂

∂xr
H

(1)
0 (Rκ3)×

×
[
F (m)
p P f2 −G

(m)
p P s2

]
(−1)p, (3.11)

ψf =
2π

P f2

∂

∂xr
(lnR)G(m)

p (−1)p − P f1

P f2
ψs,

p = 1, r = 2 при m = 1, 3;

p = 2, r = 1 при m = 2, 4.
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Окончательно фундаментальные реше-
ния для пороупругой среды принимают вид

u
s(m)
1 =

i

4κ2
1

∂2

∂xp∂x1
H

(1)
0 (Rκ1)×

×
[
η11F

(m)
p + η12G

(m)
p

]
+

+m2
i

4κ2
2

∂2

∂xp∂x1
H

(1)
0 (Rκ2)×

×
[
η21F

(m)
p + η22G

(m)
p

]
+

+
i

4κ2
3µP

f
2

∂2

∂xr∂x2
H

(1)
0 (Rκ3)×

×
[
F (m)
p P f2 −G

(m)
p P s2

]
(−1)p, (3.12)

u
s(m)
2 =

i

4κ2
1

∂2

∂xp∂x2
H

(1)
0 (Rκ1)×

×
[
η11F

(m)
p + η12G

(m)
p

]
+

+m2
i

4κ2
2

∂2

∂xp∂x1
H

(1)
0 (Rκ2)×

×
[
η21F

(m)
p + η22G

(m)
p

]
−

− i

4µP f2 κ
2
3

∂2

∂xr∂x1
H

(1)
0 (Rκ3)×

×
[
F (m)
p P f2 −G

(m)
p P s2

]
(−1)p, (3.13)

u
f(m)
1 = m1

i

4κ2
1

∂2

∂xp∂x1
H

(1)
0 (Rκ1)×

×
[
η11F

(m)
p + η12G

(m)
p

]
+

+
i

4κ2
2

∂2

∂xp∂x1
H

(1)
0 (Rκ2)×

×
[
η21F

(m)
p + η22G

(m)
p

]
+

+
2π

P f2

∂2

∂xr∂x2
(lnR)G(m)

p (−1)p−

− P f1

P f2

i

4µP f2 κ
2
3

∂2

∂xr∂x2
H

(1)
0 (Rκ3)×

×
[
F (m)
p P f2 −G

(m)
p P s2

]
(−1)p, (3.14)

u
f(m)
2 = m1

i

4κ2
1

∂2

∂xp∂x2
H

(1)
0 (Rκ1)×

×
[
η11F

(m)
p + η12G

(m)
p

]
+

+
i

4κ2
2

∂2

∂xp∂x2
H

(1)
0 (Rκ2)×

×
[
η21F

(m)
p + η22G

(m)
p

]
−

− 2π

P f2

∂2

∂xr∂x1
(lnR)G(m)

p (−1)p+

+
P f1

P f2

i

4µP f2 κ
2
3

∂2

∂xr∂x1
H

(1)
0 (Rκ3)×

×
[
F (m)
p P f2 −G

(m)
p P s2

]
(−1)p, (3.15)

p = 1, r = 2 при m = 1, 3;

p = 2, r = 1 при m = 2, 4.

Для проверки полученных фундамен-
тальных решений для пороупругой среды
был осуществлен предельный переход при
Q → 0, ρ12 → 0, ς → 0, соответствующий
переходу от гетерогенной к однородной упру-
гой среде с параметрами скелета и идеальной
жидкой среде. При этом как соответствую-
щие уравнения движения пороупругой сре-
ды, так и фундаментальные решения разде-
ляются на несвязанные компоненты для ске-
лета и жидкости.

4. Представление перемещений

Для нахождения общих представлений
решений в ограниченном пороупругом теле
используем теорему взаимности, представ-
ленную выше. Возьмем в качестве перво-
го состояния для (2.1) систему, отвечающую
задаче об ограниченном теле в постановке
(1.1)–(1.3), а в качестве второго состояния —
систему, отвечающую задаче о фундамен-
тальных решениях. Учитывая, что массовые
силы в этой задаче представлены в виде δ-
функций, на основании теоремы взаимности
(2.3) запишем∮

γ

(
σskju

s(m)
k nj − σs(m)

kj,j u
s
knj + σf,ku

f(m)
k nk−

− σf(m)
,k ufknk

)
dγ = usm(ξ), m = 1, 2; (4.1)

∮
γ

(
σskju

s(m)
k nj − σs(m)

kj,j u
s
knj + σf,ku

f(m)
k nk−

− σf(m)
,k ufknk

)
dγ = ufm−2(ξ), (4.2)

m = 3, 4.
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С учетом граничных условий (1.3), пред-
ставления (4.1) и (4.2) принимают вид∮

Γ1

σskju
s(m)
k njdγ +

∮
Γ2

Pku
s(m)
k dγ+

−
∮

γ\Γ1

σ
f(m)
,k ufknk = usm(ξ), (4.3)

m = 1, 2;

∮
Γ1

σskju
s(m)
k njdγ +

∮
Γ2

Pku
s(m)
k dγ+

−
∮

γ\Γ1

σ
f(m)
,k ufknk = ufm−2(ξ), (4.4)

m = 3, 4.

Полученные общие представления слу-
жат основой для расчета волновых полей в
среде при наличии сосредоточенных источ-
ников, а также для формулировки гранич-
ных интегральных уравнений в пороупруго-
сти, которые позволяют снизить размерность
исследуемой задачи.
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