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ADMISSIBILITY OF SPACES COUPLES FOR NON-LINEAR DIFFERENTIAL OPERATORS
AND EQUATIONS
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The admissibility of space couples is studied for nonlinear difference operators as well as for
nonlinear difference equations.
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Изучается допустимость различных пар
пространств относительно нелинейных раз-
ностных операторов

K̃x =

{
n−1∑
k=0

K(n, k,xk)

}

и нелинейных разностных уравнений

x = K̃x+ f.

Рассматривается нелинейное разностное
уравнение

xn =

n−1∑
k=0

K(n, k,xk) + fn, n > 0 (1)

и линейное разностное уравнение

xn =

n−1∑
k=0

Ankxk + fn, n > 0, (2)

где xn, fn,K(n, k,x) — векторы из Rm,Ank —
m×m матрицы с действительными элемента-
ми. Предполагается, что K(n, k,0) = 0. Мат-
рица A = {Ank} является ядром уравнения
(2), удовлетворяющим условию

M = sup
n>1

n−1∑
k=0

‖Ank‖ <∞. (3)

Положим по определению

i∑
k=i+1

ak = 0.

Резольвентой ядра A называется матрица
R = {Rnk}, удовлетворяющая уравнению

Rnk = Ank +

n−1∑
i=k+1

AniRik, 0 6 k 6 n− 1.

Резольвента R является единственным реше-
нием этого уравнения, и уравнение (2) всегда
имеет единственное решение x = {xn}, пред-
ставимое в виде [1]

xn =
n−1∑
k=0

Rnkfk + fn, n > 0.

Определение 1. Пусть F иX — линейные
пространства. Пара (F,X) называется до-
пустимой относительно уравнения, если при
любом f ∈ F решение x ∈ X.

Определение 2. Пара (F,X) называется
допустимой относительно оператора K̃, если
K̃x ∈ X при любом f ∈ F .

Определение 3. Ядро A уравнения (2)
устойчиво, если при любом f таком, что
sup
n>0
‖fn‖Rm < ∞, решение x удовлетворяет

условию sup
n>0
‖xn‖Rm <∞.
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Обозначим через lm2 линейное про-
странство векторов из Rm с нормой

‖x‖lm2 =

√
m∑
j=1
|xj |2; Mm — пространство дей-

ствительных m×m матриц A = {aij} с нор-

мой ‖A‖Mm =

√√√√ m∑
i=0

m∑
j=0

|aij |2; l∞ — простран-

ство ограниченных последовательностей век-
торов из Rm с нормой ‖x‖l∞ = sup

n>0
‖xn‖lm2 .

Определение 4. N -срезкой вектора
b = col(b0, . . . ,bN−1,bN , . . .) называется
вектор b = col(b0, . . . ,bN−1,0, . . .).

Определение 5. Будем говорить, что за-
мкнутое подпространство X обладает свой-
ством (L) в l∞, если существует такое число
r > 0, что для любого N > 1 единичный шар
из множества N -срезок векторов из X содер-
жит шар радиуса r пространства N -срезок
векторов из l∞.

Для вектора x = col(x1, . . . , xm) ∈ Rm

обозначим |x| = col(|x1|, . . . , |xm|). Аналогич-
но, если A = {aij} — m × m матрица, то
|A| = {|aij |}.

Теорема 1. Пусть замкнутое подпро-
странство X обладает свойством (L) в l∞ [2],
пара (X,X) допустима относительно опера-
тора K̃,

|K(n, k,x)−K(n, k,y)| 6 Ank|x− y|, (4)

0 6 k 6 n− 1,

и ядро A устойчиво.Тогда пара (X,X) допу-
стима относительно уравнения (1).

Доказательство.
Пусть f — произвольный вектор из под-

пространстваX, обладающего свойством (L).
Можно считать, что |fn| > e, e = col(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

m

),

n > 0 [2]. В противном случа, найдется такая
постоянная c = inf

n>0
‖fn‖Rm , что |fn|/c > e.

Для уравнения (1) построим последова-
тельные приближения {xp} следующим об-
разом:

x0
n = fn,

x1
n =

n−1∑
k=0

K(n, k, fk) + fn,

. . . . . . . . .

xp+1
n =

n−1∑
k=0

K(n, k,xp
k) + fn, (5)

. . . . . . . . .

Покажем, что последовательность {xp}
сходится к некоторому вектору x. Для это-
го докажем сходимость ряда

x0
n +

∞∑
p=0

(xp+1
n − xp

n). (6)

Оценим

|x1
n − x0

n| 6
n−1∑
k=0

Ank|fk|.

Так как неотрицательное ядро A устойчи-
во, то в силу леммы 1 найдется такое число
α ∈ (0; 1) [2], что

n−1∑
k=0

Ank|fk| 6 α|fn|.

Следовательно,

|x1
n − x0

n| 6 α|fn|.

Предположим, что

|xp
n − xp−1

n | 6 αp|fn|. (7)

Тогда
|xp+1

n − xp
n| 6 αp+1|fn|.

По индукции заключаем, что оценка (7)
справедлива при всех p. Следовательно,

sup
n>0

∥∥∥∥x0
n +

∞∑
p=0

(xp+1
n − xp

n)

∥∥∥∥
Rm

6 ‖f‖l∞
1

1− α
.

По теореме Вейерштрасса [3] ряд (6) сходится
абсолютно и равномерно. Пусть вектор x —
его сумма, тогда

‖xp − x‖l∞ = sup
n>0
‖xp

n − xn‖Rm → 0, p→∞.

Отсюда, учитывая условие (3)

sup
n>1

∥∥∥∥ n−1∑
k=0

K(n, k,xp
k)−

n−1∑
k=0

K(n, k,xk)

∥∥∥∥
Rm

6

6M‖xp − x‖l∞ → 0

при p→∞.
Переходя в (5) к пределу при p→∞, по-

лучим

xn =
n−1∑
k=0

K(n, k,xk) + fn, n > 0, (8)
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т. е. x является решением уравнения (1).
Докажем, что x — единственное решение

(1). Пусть x̃ — другое решение этого уравне-
ния. Вычитая

x̃n =
n−1∑
k=0

K(n, k, x̃k) + fn, n > 0,

из (8) и, учитывая оценку (4), получим

|xn − x̃n| 6
n−1∑
k=0

Ank|xk − x̃n|.

Откуда
|xn − x̃n| 6 αp+1|fk|.

Так как αp+1|fn| → 0 при p→∞, то xn ≡ x̃n.
Cледовательно, x — единственное решение
уравнения (1).

По условию пара (X,X) допустима отно-
сительно оператора K̃, т. е. при любом f ∈ X

последовательность
{ n−1∑

k=0

K(n, k, fk)

}
∈ X.

Откуда

{x1
n} =

{ n−1∑
k=0

K(n, k, fk) + fn

}
∈ X.

Предположим, что вектор xp, p > 0, принад-
лежит подпространству X. Тогда

{xp+1
n } =

{ n−1∑
k=0

K(n, k,xp
k) + fn

}
∈ X.

По индукции заключаем, что xp ∈ X при
всех p > 0. Отсюда и из замкнутости X сле-
дует x ∈ X [4]. Таким образом, пара (X,X)
допустима относительно уравнения (1). �

Теорема 2. Пусть пара (X,X) допусти-
ма относительно оператора K̃ и существу-
ет такая непрерывная неубывающая по тре-
тьему аргументу неотрицательная функция
ω(n, k, x), что

‖K(n, k,x)−K(n, k,y)‖Rm 6
6 ω(n, k, ‖x− y‖Rm), (9)

0 6 k 6 n− 1,

sup
n>1

n−1∑
k=0

ω(n, k, τ) < τ. (10)

Тогда пара (X,X) допустима относительно
уравнения (1).

Доказательство. Построим последова-
тельные приближения (5). Оценим разность
при всех l > 1

‖xp+l+1
n − xp+1

n ‖Rm 6

6
n−1∑
k=0

ω(n, k, ‖xp+l
k − xp

k‖Rm).

Обозначим через

up = sup
n>0

sup
l>1
‖xp+l

n − xp
n‖Rm .

Отсюда, в силу условий (9) и (10), имеем

up+1 6 sup
n>1

n−1∑
k=0

ω(n, k, up) < up.

Поэтому числовая последовательность {up}
является монотонно убывающей и ограни-
ченной снизу ( из определения up > 0, p > 0).
Следовательно, существует предел [5]

u = lim
p→∞

up.

Докажем, что u = 0. Предположим, что
u 6= 0. Перейдем к пределу при p → ∞ в
неравенстве

up+1 6 sup
n>1

n−1∑
k=0

ω(n, k, up).

В силу условия (10)

u 6 sup
n>1

n−1∑
k=0

ω(n, k, u) < u.

Следовательно, u = 0.
Таким образом, для всех l > 1

‖xp+l − xp‖l∞ → 0 (11)

при p→∞. Согласно критерию Коши [5] по-
следовательность {xp} равномерно сходится
к единственному решению x уравнения (1).

По условию при каждом f ∈ X последо-

вательность
{ n−1∑

k=0

K(n, k, fk)

}
∈ X. Поэтому

{x1
n} =

{ n−1∑
k=0

K(n, k, fk) + fn

}
∈ X.
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Предположим, что вектор xp, p > 0, принад-
лежит подпространству X. Тогда

{xp+1
n } =

{ n−1∑
k=0

K(n, k,xp
k) + fn

}
∈ X.

По индукции заключаем, что xp ∈ X при
всех p > 0. Отсюда и из замкнутости X сле-
дует x ∈ X. Таким образом, пара (X,X) до-
пустима относительно уравнения (1). �

2. Рассматривается нелинейное уравнение

xn =
n−1∑
k=0

Ank(xk +ϕ(k,xk)) + fn, n > 0, (12)

где ϕ(n,x) вектор из Rm.
Теорема 3. Пусть пара (X,X) допустима

относительно линейного разностного уравне-
ния (2), ϕ(X) ⊂ X, существуют такая непре-
рывная неубывающая по второму аргументу
неотрицательная функция ν(n, τ), что

‖ϕ(n,x)−ϕ(n,y)‖Rm 6
6 ν(n, ‖x− y‖Rm), (13)

0 6 k 6 n− 1,

sup
n>1

n−1∑
k=0

‖Rnk‖Mmν(k, τ) < τ. (14)

Тогда пара (X,X) допустима относительно
уравнения (1).

Доказательство. Уравнение (12) равно-
сильно уравнению

xn =

n−1∑
k=0

Rnkϕ(k,xk) +

n−1∑
k=0

Rnkfk + fn, (15)

n > 0.

Построим последовательные приближе-
ния

x0
n = fn,

x1
n =

n−1∑
k=0

Rnk(fk +ϕ(k, fk)) + fn,

. . . . . . . . .

xp+1
n =

n−1∑
k=0

Rnk(fk +ϕ(k,xp
k)) + fn,

. . . . . . . . .

В силу неравенств (13) и (14) получим

up+1 6 sup
n>1

n−1∑
k=0

‖Rnk‖Mmν(k, u
p) < up,

где up = sup
n>0

sup
l>1
‖xp+l

n − xp
n‖Rm . Поэтому

монотонно убывающая и ограниченная сни-
зу числовая последовательность {up} имеет
предел

u = lim
p→∞

up.

Докажем, что u = 0. Предположим, что
u 6= 0. Перейдем к пределу при p → ∞ в
неравенстве

up+1 6 sup
n>1

n−1∑
k=0

‖Rnk‖Mmν(k, u
p).

В силу неравенства (14), имеем

u 6 sup
n>1

n−1∑
k=0

‖Rnk‖Mmν(k, u) < u.

Cледовательно, u = 0.
Таким образом, для всех l > 1

‖xp+l − xp‖l∞ → 0

при p → ∞. Следовательно, по критерию
Коши, последовательность {xp} равномерно
сходится к единственному решению x урав-
нения (12).

По условию пара (X,X) допустима от-
носительно уравнения (12). Кроме того,
ϕ(X) ⊂ X. Откуда

{x1
n} =

{ n−1∑
k=0

Rnk(fk +ϕ(k, fk)) + fn

}
∈ X.

Предположим, что вектор xp, p > 0 принад-
лежит подпространству X. Тогда

{xp+1
n } =

{ n−1∑
k=0

Rnk(fk +ϕ(k,xp
k)) + fn

}
∈ X.

Следовательно, xp ∈ X при всех p > 0. Отсю-
да и из замкнутости X получаем, что x ∈ X.
Таким образом, пара (X,X) допустима отно-
сительно уравнения (1). �
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