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ИССЛЕДОВАНИЕ ДИНАМИЧЕСКОЙ ГИДРОУПРУГОСТИ
ПОГРУЖЕННОЙ ПЛАСТИНЫ НА ОСНОВЕ ТЕОРИИ ОБОБЩЕННЫХ
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RESEARCH OF DYNAMIC HYDROELASTICITY OF THE SUBMERGED PLATE ON THE BASIS
OF THE GENERALIZED FUNCTIONS THEORY

Lukashchik E. P., Ivanisova O.V.

The mathematical model of hydroelastic interactions at the oscillations of a thin elastic plate
into heavy fluid is created by generalized functions theory. Data of the numerical experiments
display the development of the deformation process and behaviour of hydrodynamic and elastic
characteristics. The critical values of parameters corresponding to dynamic instability of the
oscillating plate are identified.
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Введение

Плотины гидроузлов, гидротехнические
затворы, лопатки турбин, пластинчатые
экраны в контурах атомных электростанций,
крылья и рулевые плоскости и многие другие
элементы гидроконструкций могут быть схе-
матизированы тонкими упругими пластина-
ми (постоянной или переменной толщины),
колеблющимися в жидкости.

Первые исследования в области динами-
ки гидросооружений, как правило, основыва-
лись на предположении о совпадении форм
колебаний упругих тел в жидкости и пусто-
те. Такой подход позволил Лэмбу [1] опре-
делить первые две собственные частоты ко-
лебаний круглой пластинки, защемленной по
контуру. Примененный им метод источников
с успехом использован в многочисленных ра-
ботах его последователей. В [2,3] при опреде-
лении гибких перемещений плавающей пла-
стины используется разложение по формам
свободных колебаний в пустоте. Гидроупру-
гий расчет элементов гидросооружений по-
требовал разработки методики исследований
устойчивости упругих пластин. Для [4,7] ха-
рактерно усложнение моделей жидкости и

упругого тела, расширение арсенала исполь-
зуемых методов, а также учет большего чис-
ла факторов, влияющих на динамические ха-
рактеристики системы «упругое тело – жид-
кость». Отметим, что классическим руко-
водством по аэроупругости и по сей день
остается работа Бисплингоффа, Халфмена,
Эшли [8].

Предметом исследований в настоящей ра-
боте являются волновые движения, возни-
кающие в весомой жидкости при колебани-
ях погруженной упругой тонкой пластинки.
Гармонические колебания представляют ин-
терес и как частный случай зависимости от
времени, и как подход к решению произволь-
ных нестационарных задач, так как в си-
лу принципа суперпозиции для линейных си-
стем произвольная зависимость от времени
может быть разложена на гармонические со-
ставляющие в виде ряда или интеграла Фу-
рье. При этом для каждой гармоники форму-
лируется независимая задача, совпадающая
с соответствующей задачей для установив-
шихся гармонических колебаний.

Математическая постановка и исследова-
ния данной задачи гидроупругости проводи-
лись на основе теории обобщенных функ-
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ций [9, 10], позволяющей в математически
корректной форме представить решение мно-
гих задач математической физики.

1. Постановка задачи

Рассмотрим плоскую задачу о периодиче-
ских колебаниях упругой пластины, погру-
женной в тяжелую жидкость.

Ось Ox направим вдоль средней линии
пластинки, а ось Oy проведем через центр
пластины и направим вверх против силы тя-
жести g. Таким образом, пластинке соответ-
ствует на оси Ox отрезок [−a, a], a — по-
луширина пластины. Расстояние между пла-
стиной и невозмущенным уровнем свободной
поверхности обозначим через H. В уравне-
нии свободной поверхности y = H + η(x, t) и
в уравнении y = f0(x, t) + f(x, t), определя-
ющем форму тонкой упругой пластины, от-
дельно выделим деформационные составля-
ющие: η(x, t) — изменения свободной поверх-
ности относительно невозмущенного уров-
ня, f(x, t) — упругие смещения относительно
заданной первоначальной формы пластины
f0(x, t).

Геометрическая форма упругой пластины
заранее не известна и определяется в зависи-
мости от возникающих гидродинамических
нагрузок, в то время как сами гидродина-
мические нагрузки существенно зависят от
упругих перемещений пластины. В этом слу-
чае задача определения перепада давления
и задача определения упругих перемещений
должны решаться совместно.

Принимаем, что деформации свободной
поверхности, а также прогибы пластины ма-
лы по сравнению с шириной пластины, сле-
довательно, малыми будут и образующиеся
волны, в силу чего можем принять обычные
упрощения теории волн малой амплитуды.

При изучении установившихся колебаний
в линейной постановке зависимость от вре-
мени для всех величин будет выражаться
гармоническими функциями. Для потенциа-
ла возмущенных скоростей частиц жидкости
используем представление в комплексном ви-
де

ϕ(x, y, t) = ϕ̃(x, y)e−iω t,

где ϕ̃(x, y) — комплексная амплитуда потен-
циала скорости, ω — частота колебаний пла-
стины.

При условии, что период деформации
пластины совпадает с периодом её коле-
баний, распределение упругих перемещений

представим в виде

f(x, t) = f̃(x)e−iω t.

В результате все операции, выполняемые над
гармоническими величинами, можно свести
к операциям над комплексными амплитуда-
ми. В дальнейшем значок «∼» в обозначени-
ях комплексных амплитуд будем опускать.

Комплексная амплитуда ϕ(x, y) в области
течения удовлетворяет уравнению Лапласа

∆ϕ = 0, (1.1)

с граничными условиями:
Условие непротекания пластины (y = 0,

x ∈ [−a, a]):

∂ϕ

∂y
= υy(x) = υ0(x)− iωf(x). (1.2)

Считаем, что вертикальная составляющая
скорости точек пластины υy(x) складывается
из заданного возмущения υ0(x) = −iωf0(x)
(кинематическое возмущение) и составляю-
щей, вызванной упругими перемещениями
пластины.

Условия на свободной поверхности жид-
кости (y = H):

1) динамическое условие постоянства
давления на свободной границе

−iωϕ+ gη = 0, (1.3)

2) кинематическое условие, означающее,
что свободная граница является линией тока

∂ϕ

∂y
= −iωη. (1.4)

Объединяя условия (1.3) и (1.4), получим
условие для потенциальных течений на сво-
бодной поверхности тяжелой жидкости

−ω2ϕ+ g
∂ϕ

∂y
= 0, y = H. (1.5)

Условие на бесконечной глубине

|ϕ(x, y)| → 0 при y → −∞. (1.6)

Условие излучения при x → ±∞ примет
вид

ϕ(x, y) = B±e
±iσx, σ > 0. (1.7)

Коэффициенты B± и волновые числа σ опре-
деляются параметрами задачи.

Для определения прогибов пластины под
действием гидродинамических сил использу-
ем линейное дифференциальное уравнение
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изгиба пластины при наличии заданных по-
стоянных усилий в срединной плоскости [11].
Перемещения пластины определяются влия-
нием гидродинамических сил, а также силы
тяжести, которая для весомой жидкости вы-
ступает в качестве массовой силы

−ρ0h0ω2f +D
d4f

dx4
= P(x)− ρgf, (1.8)

где D — изгибная жесткость пластины, h0 —
толщина пластины, ρ0 — плотность мате-
риала пластины, ρ — плотность жидкости,
P (x) — гидродинамическое давление.

Различные способы закрепления упругой
пластины задают граничные условия для
уравнения изгиба (1.8).

По распределению упругих перемещений
можно определить изгибающий момент и пе-
ререзывающую силу по следующим форму-
лам [11]:

M (x) = −Dd
2f (x)

dx2
; Q (x) = −Dd

3f (x)

dx3
.

Введем в рассмотрение функцию, характе-
ризующую скачок касательных скоростей в
точках пластины

γ(x) =
∂ϕ+

∂x
− ∂ϕ−

∂x
, x ∈ [−a, a].

Здесь индексы «+» и «−» указывают на ве-
личины, относящиеся соответственно к верх-
ней и к нижней поверхности пластинки.

С физической точки зрения функцию
γ(x) можно интерпретировать как интенсив-
ность вихревого слоя, моделирующего вли-
яние пластины на невозмущенное течение
жидкости. Считая, что завихренность вне
пластины отсутствует, продолжим функцию
γ(x) на всю действительную ось, определив
ее значения за пределами отрезка [−a, a] ну-
левыми.

Для определения гидродинамических сил
необходимо определить распределение гид-
родинамического давления P (x) по поверх-
ности пластины. Используя интеграл Коши-
Лагранжа, выразим давление через потенци-
ал возмущенных скоростей

P(x) = −iρω (ϕ+ − ϕ−) = −iωρ
x∫
−a

γ (ξ) dξ.

Требование ограниченности давления на
кромках профиля приводит к равенству

a∫
−a

γ (ξ) dξ = 0. (1.9)

Опираясь на физический смысл функции
γ(x), (1.9) можно интерпретировать как
условие бесциркуляционности течения.

Таким образом, математическая модель
колебательного движения представляет со-
бой связанную задачу гидроупругости тон-
кой упруго-деформируемой пластины. Для
решения поставленной задачи (1.1)–(1.8)
примем гидродинамический подход, а имен-
но: задача изгиба пластины будет считать-
ся вспомогательной для определения возму-
щений скорости точек пластины, формиру-
ющих распределение давления жидкости на
пластину.

2. Определение упругих перемещений

Введем безразмерные величины

f =
f

a
, x =

x

a
, γ =

γ

ωa

и воспользуемся следующими обозначениями
для основных параметров:m = (ρ0h0)/(ρa) —
относительная масса, ν = (ω2a)/g — приве-
денная частота, β = (ρga4)/D — коэффици-
ент упругости. Запишем в безразмерном виде
уравнение цилиндрического изгиба упругой
пластины

d4f

dx̄4
− µ4f = −iβν

x∫
−1

γ(s)ds, (2.1)

где

µ4 =
(ρ0h0ω

2 − ρg)a4

D
= (mν − 1)β.

Приведем в безразмерном виде формулы
для определения коэффициентов изгибаю-
щего момента и перерезывающей силы соот-
ветственно:

M = − 1

2βν

d2f

dx2
, Q = − 1

2βν

d3f

dx3
, (2.2)

где

M =
M

2ρω2a4
, Q =

Q

2ρω2a3
.

Черта над безразмерными величинами в
дальнейшем будет опущена.

При выполнении соотношения

ρ0h0ω
2 > ρg,
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например, для относительно тяжелых по-
груженных пластин, уравнение (2.1) по виду
совпадет с уравнением вынужденных колеба-
ний упругой пластины [12]. Решение данного
уравнения проводим методом функций Гри-
на. Для построения функции Грина исполь-
зуем балочные функции Крылова [11]

S (x) = 0,5 (chx+ cosx) ,

V (x) = 0,5 (shx− sinx) ,

U (x) = 0,5 (chx− cosx) ,

T (x) = 0,5 (shx+ sinx) ,

для которых выполняются соотношения

S′ (x) = V (x) , V ′ (x) = U (x) ,

U ′ (x) = T (x) , T ′ (x) = S (x) .

Вид функции Грина зависит от условий за-
крепления упругой пластины. Приведем вы-
ражения, полученные для прогибов свободно
опертой и консольной балки.

a) Свободно опертая балка (шарнирное
закрепление). В этом случае края пластинки
оперты и могут свободно поворачиваться, то
есть прогиб и изгибающий момент на краях
должны быть нулевыми

f (±1) = f ′′ (±1) = 0.

Выражение для упругих перемещений пред-
ставим в виде

f (x) =
iν

mν − 1
×

×

{ x∫
−1

γ (ξ) [1− S (µ (x− ξ))] dξ+

+AaV (µ (1 + x)) +BaT (µ (1 + x))

}
, (2.3)

где константы определяются по следующим
формулам:

Aa =
−1

V 2(2µ)− T 2(2µ)
×

×
1∫
−1

γ(s)
{
V (2µ) [1− S (µ (1− s))] +

+ T (2µ)U (µ (1− s))
}
ds;

Ba =
1

V 2(2µ)− T 2(2µ)
×

×
1∫
−1

γ(s)
{
V (2µ)U (µ (1− s)) +

+ T (2µ) [1− S (µ (1− s))]
}
ds.

b) Консольная балка. В этом случае один
конец пластинки защемлен, то есть прогиб в
точках этого края равен нулю и плоскость,
касательная к изогнутой срединной поверх-
ности, совпадает со срединной плоскостью
пластинки до изгиба. Второй край пластин-
ки в этом случае свободен. Эти физические
требования математически выражаются со-
отношениями

f (−1) = f ′ (−1) = f ′′ (1) = f ′′′ (1) = 0.

Выражения для упругих перемещений кон-
сольной балки имеют вид

f (x) =
iν

mν − 1
×

×
{ x∫
−1

γ (ξ) [1− S (µ (x− ξ))] dξ+

+AbV (µ (1 + x)) +BbU (µ (1 + x))
}
, (2.4)

Ab =
1

T (2µ)V (2µ)− S2(2µ)
×

×
1∫
−1

γ(s)
{
V (2µ)U (µ (1− s))−

− S(2µ)T (µ (1− s))
}
ds;

Bb =
1

T (2µ)V (2µ)− S2(2µ)
×

×
1∫
−1

γ(s)
{
T (2µ)T (µ (1− s))−

− S(2µ)U (µ (1− s))
}
ds.

3. Решение гидродинамической задачи

3.1. Получение сверточного уравнения

Запишем в безразмерном виде гидроди-
намическую часть задачи (1.1), (1.2), (1.5),
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(1.6)

∆ϕ = 0,

∂ϕ

∂y
− νϕ = 0, y = h =

H

a
,

∂ϕ

∂y
= υy(x), y = 0, |x| < 1,

|ϕ| → 0 при y → −∞.

(3.1)

Потенциал возмущенных скоростей
ϕ(x, y) будем определять в пространстве
обобщенных функций медленного роста [9].
Эффективным средством решения задач ма-
тематической физики является операцион-
ное исчисление. В нашем случае в исследо-
ваниях используем преобразование Фурье,
которое для обобщенных функций данно-
го пространства всегда существует [10]. В
Фурье-образах задача (3.1) превращается в
краевую задачу для обыкновенного диффе-
ренциального уравнения

Φ′′y − α2Φ = 0,

−νΦ + Φ′y = 0, y = h,

Φ′y = V (α), y = 0,

|Φ| → 0, y → −∞,

(3.2)

где
Φ (α, y) = F [ϕ (x, y)] (α) ,

V (α) = F [ϕy (x, 0)] (α) .

Учитывая граничные условия, решение
задачи (3.2) будем искать в виде пары функ-
ций, которые определим в виде

Φ−(α, y) = A(α)e|α|y при y < 0,

Φ+(α, y) = B(α)e|α|y + C(α)e−|α|y

при 0 < y < h.
Используя условие на свободной поверх-

ности (при y = h), требование непрерывно-
сти нормальных производных при y = 0

∂Φ−
∂y

=
∂Φ+

∂y
,

а также представление для Фурье-образа
вихревой интенсивности

Γ (α) = F [γ (x)] (α) =

= −iα (Φ+(α,+0)− Φ−(α,−0)) ,

придем к следующей зависимости:

e−2|α|h (|α|+ ν) Γ (α) =

= −2iα (|α| − ν)B(α). (3.3)

Γ (α) как Фурье-образ финитной функции
является мультиплексором в пространстве
обобщенных функций [9].

Рассматриваем (3.3) как уравнение отно-
сительно обобщенной функции B (α). Его об-
щее решение имеет вид

B (α) =
Γ(α)

−2i
(|α|+ ν) e−2|α|hP

(
1

α

)
×

× P

(
1

|α| − ν

)
+ C1Γ(−ν)δ(α+ ν)+

+ C2Γ(ν)δ(α− ν) + C3Γ(0)δ(α), (3.4)

где Ci, i = 1, 3 — произвольные постоянные, а
обобщенные функции P

(
1
α

)
и P

(
1

|α|−ν

)
дей-

ствуют на основные функции как интеграл в
смысле главного значения по Коши(

f(α),
1

α

)
= Vp

b∫
a

f(α)

α
dα =

= lim
ε→+0

 −ε∫
a

+

b∫
+ε

 f(α)

α
dα.

Здесь и ниже в преобразованиях применяет-
ся известное для обобщенной функции Дира-
ка соотношение

f (α) δ(α− ν) = f (ν) δ(α− ν).

Значение Фурье-образа нормальной скорости
при y = 0 представляется в виде

|α|B(α)

(
1− |α| − ν
|α|+ ν

e2|α|h
)

= V (α),

что с учетом (3.4) приведет к выражению

Γ(α)K(α) + C∗1Γ(−ν)δ(α+ ν)+

+ C∗2Γ(ν)δ(α− ν) = V (α), (3.5)

где

K(α) =
signα

2i

(
1− |α|+ ν

|α| − ν
e−2|α|h

)
.

Выбор методики во многом определяется
особенностями поведения исследуемой функ-
ции K (α). Нетрудно установить, что при
α→∞

K (α) =
1

2i
sign (α) + o (1) .
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В точке α = 0 нарушается однозначность
данной функции.

Поскольку γ(x) — обобщенная функция
с компактным носителем, то ее свертка с
обобщенной функцией медленного роста пе-
реходит при преобразовании Фурье в про-
изведение образов F [γ]F [k] = F [γ ∗ k], где
k(x) = F−1 [K(α)] (x) [10]. Применением об-
ратного преобразования Фурье к (3.5) полу-
чаем при |x| < 1 сверточное уравнение отно-
сительно γ(x)

(γ ∗ k) (x) + C∗1Γ(−ν)eiνx+

+ C∗2Γ(ν)e−iνx = υy(x). (3.6)

Константы C∗1 , C∗2 определим ниже исходя из
физических требований.

Ядро k(x) сверточного уравнения (3.6),
учитывая поведение K(α) на бесконечно-
сти, будет содержать сингулярную составля-
ющую [9]

F−1
[

signα

2i

]
(x) = − 1

2π
P

1

x
.

3.2. Вычисление ядра сверточного
уравнения

В выражении для K(α) выделим как от-
дельное слагаемое сингулярную составляю-
щую

K(α) = K1(α) +R(α),

K1(α) =
signα

2i

(
1− e−2|α|h

)
,

R(α) =
iν signα

|α| − ν
e−2|α|h.

В теории обобщенных функций известно, что

F−1 [K1(α)] =
−1

2π

(
P

1

x
− x

x2 + 4h2

)
.

Остановимся на вычислении F−1 [R(α)].
Однозначность функции R(α) нарушает-

ся в точке α = 0. Представим эту функцию в
виде суммы

R(α) = Θ(−α)R−(α) + Θ(α)R+(α),

где Θ(α) — функция Хэвисайда,

R−(α) =
iν

(α+ ν)
e2αh,

R+(α) =
iν

(α− ν)
e−2αh.

Таким образом,

F−1 [R(α)] =
1

2π

0∫
−∞

R−(α)e−iαxdα+

+
1

2π

∞∫
0

R+(α)e−iαxdα. (3.7)

Вне полюсов α = ∓ν обобщенные функ-
ции R− и R+ совпадают с регулярными
функциями, имеющими на бесконечности
экспоненциальный характер убывания. Та-
ким образом, преобразование Фурье для этих
функций можно считать классическим, вы-
делив отдельно в окрестности полюсов инте-
грал в смысле главного значения.

Для вычисления Фурье-образов исполь-
зуем методику, аналогичную применяемой
при решении динамических контактных за-
дач [13].

В соотношении (3.7) интегралы будем
понимать как предел при r → ∞ по-
следовательности интегралов по интервалам
−r < α < 0 и 0 < α < r.

При x < 0 аналитически продолжим
функцию R в верхнюю полуплоскость ком-
плексного переменного α. Через точку α = 0
проведем вертикальный разрез (0; 0 + i∞)
для обеспечения однозначности функции
R(α). Для вычисления интегралов (3.7) за-
мкнем контуры интегрирования в верхней
полуплоскости (рис. 1). По разным сторо-
нам разреза имеем замкнутые контуры, об-
разованные горизонтальным отрезком веще-
ственной оси, дугой Cr и берегом разреза. За-
меним горизонтальный участок контура кри-
вой L, чтобы полюс обходился сверху. Внут-
ри обоих контуров подынтегральная функ-
ция голоморфна по α и, следовательно, по
теореме Коши интеграл по замкнутому кон-
туру равен нулю.

Используя формулы Сохоцкого [9] для
обобщенных функций

1

x+ i0
= −iπδ(x) + P

1

x
,

1

x− i0
= iπδ(x) + P

1

x
,

приведем выражение для вычисления инте-
грала в смысле главного значения

Vp

b∫
a

f(α)

α− ν
dα = ±iπf(ν) +

∫
L

f(α)

α− ν
dα,
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Рис. 1. Контур интегрирования при x < 0

ν ∈ [a, b].

Знак «+», если контур C обходит полюс свер-
ху, знак «−», если снизу.

Таким образом, слева от разреза получим

iν

2π
Vp

0∫
−∞

e2αh

α+ ν
e−iαxdα =

= −ν
2
e−2νheiνx +

ν

2π

∞∫
0

ei2τh

iτ + ν
eτxdτ.

Соответственно справа от разреза имеем

iν

2π
Vp

+∞∫
0

e−2αh

α− ν
e−iαxdα =

= −ν
2
e−2νhe−iνx +

ν

2π

∞∫
0

e−i2τh

ν − iτ
eτxdτ.

В результате выполненных преобразова-
ний осуществлен переход от интегрирования
вдоль вещественной оси сильно осциллирую-
щей функции к интегрированию вдоль мни-
мой оси экспоненциально убывающей функ-
ции

−1

2π
Vp

+∞∫
−∞

R(α)e−iαxdα =

=
ν

2
e−2νh

(
eiνx + e−iνx

)
−

− ν

π

∞∫
0

(ν cos 2τh+ τ sin 2τh)

ν2 + τ2
eτxdτ, x < 0.

Аналогично вычисляется F−1 [R(α)] (x) при
x > 0. В этом случае функцию R аналити-
чески продолжаем в нижнюю полуплоскость

α, проводим для однозначности вертикаль-
ный разрез (0; 0− i∞), контур интегрирова-
ния также замыкаем в нижней полуплоско-
сти Imα < 0. Деформируем горизонтальный
участок контура так, чтобы полюс обходился
снизу.

Окончательное выражение для ядра свер-
точного уравнения имеет вид

k(x) =
−1

2π

(
P

1

x
− x

x2 + 4h2

)
+

+
ν

2
signx e−2νh

(
eiνx + e−iνx

)
−

− ν

π
signx

∞∫
0

(ν cos 2τh+ τ sin 2τh)

ν2 + τ2
e−τ |x|dτ

при −∞ < x < +∞.
Подставим полученное выражение для

k(x) в сверточное уравнение (3.6).
Заметим, что экспоненциальная состав-

ляющая в свертке дает неисчезающую на бес-
конечности периодическую функцию

+1∫
−1

γ(s)eiν(x−s)ds = eiνx
+1∫
−1

γ(s)e−iνsds =

= eiνxΓ(−ν).

Левая часть уравнения (3.6), представля-
ющая нормальную составляющую возмущен-
ной скорости, будет содержать два вида экс-
поненциальных слагаемых. При x < 0 первое
слагаемое с eiνx соответствует волнам с поло-
жительной скоростью, то есть приходящим
из бесконечности, второе слагаемое с e−iνx —
волнам с отрицательной скоростью, то есть
уходящим на бесконечность. Согласно прин-
ципу излучения, следует оставить при x < 0
лишь волны второй группы, для чего пола-
гаем

C∗1 =
ν

2
e−2νh.
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Для удовлетворения принципа излучения
при x > 0 примем

C∗2 = −ν
2
e−2νh.

В результате сверточное уравнение отно-
сительно γ(x) примет вид

1∫
−1

γ (s) k0 (x− s) ds = υy (x) , (3.8)

где

k0(x) =
−1

2π

(
P

1

x
− x

x2 + 4h2

)
+

+ ν signx eiν|x|e−2νh−

− ν signx

π

∞∫
0

e−ς|x|
ν cos 2ςh+ ς sin 2ςh

ν2 + ς2
dς.

4. Численный анализ

Выражение для упругих перемещений

f (x) =

1∫
−1

γ (s)G (x, s) ds,

полученное методом функции Грина во вто-
рой части, используем для определения нор-
мальной скорости на пластине υy (x) в пра-
вой части интегрального уравнения (3.8). За-
тем слагаемое, отвечающее за вклад упругих
сил в изменение эффективного угла атаки
на пластинке, перенесем в левую часть это-
го уравнения. В результате уравнение (3.8)
преобразуется к виду

1∫
−1

γ (s) [k0(x− s) + iG (x, s)] ds =

= υ0(x). (4.1)

Тип полученного уравнения определяет
функция k0(x) (на особенность которой было
указано выше), в силу чего соответствующий
интеграл понимается в смысле Коши.

Решение уравнения (4.1) γ(x) применяет-
ся для определения прогибов упругой пла-
стины по формулам (2.3), (2.4) и формы сво-
бодной поверхности по формуле

η (x) = i

1∫
−1

γ(s)q(x− s)ds, (4.2)

где q(x) = F−1[Q(α)] — обратное преобразо-
вание Фурье функции

Q(α) = −1

i
signα

(
ν

|α| − ν
e−|α|h

)
.

В результате преобразований, аналогичных
применяемым при вычислении ядра k0(x),
получим выражение

q(x) = −ν signx · eiν|x|e−νh+

+ ν
signx

π

∞∫
0

e−ς|x|
ν cos ς h+ ς sin ςh

ν2 + ς2
dς.

Для данной задачи бесциркуляционного об-
текания нормальная сила пропорциональна
ускорению. Коэффициенты присоединенных
масс λ и присоединённого момента инерции
I определяются по формулам

λ =

1∫
−1

sγ(s)ds, I =
1

2

1∫
−1

s2γ (s) ds.

Для численного решения уравнения (4.1)
применяем метод дискретных вихрей [14] и
получаем следующую систему линейных ал-
гебраических уравнений:

2

N

N∑
j=1

[γ(sj) (k0(xi − sj)+

+iG(xi, sj))] = υ0(xi),

N∑
j=1

γ(sj) = 0,

(4.3)

где

xi = −1 +

(
i− 1

4

)
2

N − 1
2

, i = 1, N − 1,

sj = −1 +

(
j − 3

4

)
2

N − 1
2

, j = 1, N.

Последнее уравнение системы (4.3) выра-
жает требование бесциркуляционности тече-
ния (1.9), а выбор узлов и точек коллокации
обеспечивает нахождение решения сингуляр-
ного уравнения в классе функций, неограни-
ченных на обоих концах, что характерно для
данного типа течения.

Решив систему (4.3), найдем интенсив-
ность точечных вихрей γ(sj), j = 1, N ,
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Рис. 2. Влияние жесткости на величину
коэффициента присоединенных масс при
ν = 0,5, h = 0,5, m = 10 (прямая линия
представляет свободно опертую балку,

пунктирная — консольную балку)

Рис. 3. Зависимость присоединенной массы
от приведенной частоты при различных

глубинах (m = 10, β = 0,5)

что позволит затем определить коэффициент
присоединённых масс и коэффициент присо-
единённого момента инерции по формулам

λ =
2

N

N∑
j=1

sγ (sj), I =
1

N

N∑
j=1

s2γ (sj).

5. Результаты вычислений

Результаты проведенных расчетов для
однородной упругой пластины, совершаю-
щей поступательные симметричные колеба-
ния (υ0 = −1), позволяют проследить за раз-
витием деформационного процесса и уста-
новлением значения гидродинамических и
упругих характеристик.

Закономерности, представленные на
рис. 2–9, свидетельствуют: при поступатель-
ных колебаниях симметричное распределе-
ние гидродинамической нагрузки для свобод-
но опертой балки в силу симметрии закреп-
ления приводит к симметричной картине
течения; отсутствие же симметрии закреп-
лений консольной балки при симметричной
нагрузке может привести к произвольным
картинам течения.

На рис. 2 показано поведение гидродина-
мической подъемной силы в зависимости от
изменения упругих свойств (жесткости) для
пластины относительной массы m = 10, ко-
леблющейся с приведенной частотой ν = 0, 5
на глубине h = 0, 5. Обращает внимание на-
личие бесконечного числа критических то-
чек µn на графике, при которых происходит
резкое изменение значений подъемной силы.
Значения µn, при которых происходит по-

теря устойчивости, зависят от свойств пла-
стины (жесткости, массы), свойств жидкости
и частоты колебаний. Эти критические точ-
ки можно определить, решив задачу о соб-
ственных колебаниях закрепленной пласти-
ны (2.1). Каждому собственному числу µn со-
ответствует нормальная функция, определя-
ющая форму деформаций, отвечающих неко-
торому естественному типу колебаний.

Существенное влияние на собственные
значения оказывают условия закрепления
пластины. Так, для шарнирного закрепле-
ния при симметричных поступательных ко-
лебаниях картина течения симметрична, в
силу чего в решении участвуют только чет-
ные нормальные функции, которые соответ-
ствуют собственным числам µn ≈ π(2n−1)

2 ,
n = 1, 2, . . . При этих значениях (рис. 2) на-
блюдаются резонансные явления для гидро-
динамических характеристик. Соответству-
ющие собственным значениям µn симметрич-
ные формы деформаций можно аппроксими-
ровать гармониками видаfn(x) ≈ An cosµnx
(рис. 4).

Для консольной балки собственные зна-
чения определяются как решения трансцен-
дентного уравнения cos (2µ) ch(2µ) = −1, ко-
торые приближенно равны: µ1 ≈ 0,298π,
µ2 ≈ 0,747π, µn ≈ π (2n−1)

4 (n > 3).

Собственные формы деформаций для
консольной балки можно рассчитать по фор-
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а) б)

Рис. 4. Собственные формы деформаций свободно опертой балки (ν = 0, 5, h = 0, 5, m = 10)
(а — первая четная собственная форма, б — вторая четная собственная форма)

а) б)

Рис. 5. Зависимость распределения изгибающего момента (а) и перерезывающей силы (б ) от
упругих свойств свободно опертой балки (ν = 0, 5, h = 0, 5, m = 10)

Рис. 6. Форма свободной поверхности при различных числах ν (свободно опертая балка) β = 0, 5,
h = 0, 5, m = 10
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а) б)

Рис. 7. Собственные формы деформаций консольной балки (ν = 0, 5, h = 0, 5, m = 10) (а — первая
собственная форма, б — вторая собственная форма)

а) б)

Рис. 8. Зависимость распределения изгибающего момента (а) и перерезывающей силы (б ) от
упругих свойств консольной балки (ν = 0, 5, h = 0, 5, m = 10)

Рис. 9. Форма свободной поверхности при различных числах ν (консольная балка) m = 0, 5,
h = 0, 5, β = 1
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муле

fn(x) ≈ An

[
U (µn(1 + x))−

− V (2µn)

S (2µn)
V (µn(1 + x))

]
. (5.1)

Формы деформации, вычисленные при зна-
чениях параметра µ, близких к первому и
второму собственным значениям, представ-
лены на рис. 7. Видно, что они качествен-
но близки к собственным формам колебаний,
определяемым по формуле (5.1).

Представленные на рис. 2 зависимости
показывают, что консольная балка являет-
ся менее устойчивой, т.е. при прочих равных
условиях резонансные явления наблюдаются
для более жестких пластин.

Кривые на рис. 3 демонстрируют зави-
симость гидродинамической силы от приве-
денной частоты при различных глубинах для
случая свободно опертой балки. При опреде-
ленных значениях ν для гибкой пластины на-
блюдаются резонансные явления. Это объяс-
няется тем, что данные значения ν соответ-
ствуют некоторому критическому значению
µn, о которых шла речь выше. При умень-
шении параметра гибкости β резонанс уда-
ляется в область больших ν, результаты вы-
числений при этом согласуются с данными
работы [15].

На рис. 5 и 8 показано распределение ди-
намических характеристик (2.2) для пласти-
ны различной жесткости. Вид кривых обу-
словлен близостью параметра µ к соответ-
ствующему собственному значению для дан-
ного способа закрепления.

Свободная поверхность (4.2) при колеба-
ниях пластины представляет собою комбина-
цию волн с убывающей амплитудой, уходя-
щих от источника возмущений. Рис. 6 и 9 де-
монстрируют влияние приведенной частоты
на вид свободной поверхности при различ-
ных режимах закрепления гибкой пластины.
Замечено, что увеличение приведенной ча-
стоты приводит к увеличению колебательно-
сти формы свободной поверхности, а с увели-
чением погружения амплитуда волн умень-
шается.

Заключение

Результаты численного эксперимента на
основе полученной математической модели

подтвердили, что при колебаниях пластины
возможны ситуации, когда упругие переме-
щения пластины представляют собой коле-
бания со все возрастающей амплитудой, то
есть имеет место динамическая неустойчи-
вость типа флаттера [8].

Отмечено также, что при фиксирован-
ных упругих свойствах пластины (жестко-
сти) изменение других параметров системы
«упругая пластина – весомая жидкость», на-
пример, частоты колебаний или массы пла-
стины, также может перевести систему из
окрестности одного неустойчивого состояния
в окрестность другого неустойчивого состо-
яния, что повлечет качественное изменение
поведения всех характеристик системы.

Выявленные в работе закономерности мо-
гут быть полезны при прогнозировании ди-
намического поведения гибких устройств в
тяжелой жидкости, а также при определении
параметров нормального устойчивого функ-
ционирования систем.
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