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ДОПУСТИМОСТЬ ПАР ПРОСТРАНСТВ ОТНОСИТЕЛЬНО
НЕЛИНЕЙНЫХ РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ

Афанасьева Т.Н.1

PAIRS OF SPACES ADMISSIBILITY FOR NONLINEAR DIFFERENCE EQUATIONS
Afanasyeva T.N.

A pair of spaces admissibility for nonlinear difference equations is studied.
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В настоящей заметке изучается допусти-
мость пар пространств (X,X) относительно
нелинейного разностного уравнения

xn =

n−1∑
k=0

Ank(xk +ϕ(k,xk)) + fn, (1)

n > 0,

где xn, fn, ϕ(n,x) — векторы из Cm, Ank —
m×m матрицы с комплексными элементами.

Для изучения этого уравнения необхо-
димо предварительно рассмотреть линейное
разностное уравнение

xn =
n−1∑
k=0

Ankxk + fn, n > 0. (2)

Матрица A = {Ank} называется ядром
уравнения (2).

Предполагается, что

M = sup
n>1

n−1∑
k=0

‖Ank‖ <∞. (3)

Положим по определению
i−1∑
k=i

Ak = 0.

Резольвентой ядра A называется матрица
R = {Rnk}, удовлетворяющая уравнению

Rnk = Ank +

n−1∑
i=k+1

AniRik,

0 6 k 6 n− 1.

Резольвента R является единственным реше-
нием уравнения

Rnk = Ank +
n−1∑
i=k+1

RniAik, (4)

0 6 k 6 n− 1.

Уравнение (2) всегда имеет единственное ре-
шение x = {xn}, представимое в виде [1]

xn =
n−1∑
k=0

Rnkfk + fn, n > 0. (5)

Определение 1. Пусть F иX — линейные
пространства. Пара (F,X) называется допу-
стимой относительно уравнения (1), если при
любом свободном члене f = {fn} ∈ F реше-
ние x = {xn} ∈ X.

Обозначим через lm2 линейное про-
странство векторов из Cm с нормой

‖x‖lm2 =

√
m∑
j=1
|xj |2; Mm — пространство ком-

плексных m×m матриц A = {aij} с нормой

‖A‖Mm =

√√√√ m∑
i=0

m∑
j=0

|aij |2; l∞ — пространство

ограниченных последовательностей векторов
из Cm с нормой ‖x‖l∞ = sup

n>0
‖xn‖lm2 .

Пусть в линейном разностном уравнении
(2) ядро A является вырожденным, т. е.
Ank = AnBk, где An и Bk — m×m матрицы
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с комплексными элементами. Таким образом,
рассматривается уравнение

xn = An

n−1∑
k=0

Bkxk + fn, n > 0. (6)

Далее предполагается, что
i−1∏
k=i

Ak = I.

Докажем, что резольвента ядра A пред-
ставима в виде

Rnk = An

n−1∏
i=k+1

(I+BiAi)Bk, (7)

0 6 k 6 n− 1.

Действительно, положим vn =
n−1∑
k=0

Bkxk.

Тогда

vn =
n−1∑
k=0

BkAkvk +
n−1∑
k=0

Bkfk.

Имеем

v0 = 0, v1 = B0f0,

v2 = (I+B1A1)v1 +B1f1.

Предположим, что

vn = (I+Bn−1An−1)vn−1 +Bn−1fn−1.

Откуда по индукции получим

vn+1 = (I+BnAn)vn +Bnfn.

Таким образом, имеем линейное неоднород-
ное разностное уравнение

vn = (I+Bn−1An−1)vn−1 +Bn−1fn−1, (8)

n > 1.

Найдем общее решение соответствующего
однородного уравнения

v0 = v0,

v1 = (I+B0A0)v0.

Предположим,что

vn =
n−1∏
i=0

(I+BiAi)v0.

Отсюда по индукции имеем

vn+1 =
n∏
i=0

(I+BiAi)v0.

Так как общее решение соответствующего
однородного уравнения равно

vn =
n−1∏
i=0

(I+BiAi)v0,

то (в силу метода вариации произвольной по-
стоянной) решение неоднородного уравнения
(8) ищем в виде

vn =
n−1∏
i=0

(I+BiAi)cn,

где cn ∈ Cm, n > 0 — неизвестные. Из урав-
нения (8) находим

n−1∏
i=0

(I+BiAi)cn =

=

n−1∏
i=0

(I+BiAi)cn−1 +Bn−1fn−1,

поэтому

cn = cn−1 +
n−1∏
i=0

(I+BiAi)
−1Bn−1fn−1.

Отсюда

c0 = v0 = 0,

c1 = (I+B0A0)
−1B0f0.

Предположим, что

cn =
n−1∑
k=0

k∏
i=0

(I+BiAi)
−1Bkfk.

По индукции получим

cn+1 =
n∑
k=0

k∏
i=0

(I+BiAi)
−1Bkfk.

Следовательно,

vn =

n−1∑
k=0

n−1∏
i=k+1

(I+BiAi)Bkfk

и, учитывая xn = Anvn + fn, имеем

xn = An

n−1∑
k=0

n−1∏
i=k+1

(I+BiAi)Bkfk + fn.
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С другой стороны, справедливо равенство
(5). Таким образом, (7) доказано.

Рассмотрим разностное уравнение

xn =

n−1∑
k=0

K(n, k,xk) + fn, n > 0,

где xn, fn, K(n, k,x) — векторы из Cm. Пред-
полагается, что K(n, k,0) = 0.

Пусть для функции K(n, k,x) имеет ме-
сто оценка

‖K(n, k,x)‖ 6 ‖An‖‖Bk‖‖x‖,

где An и Bk — m×m матрицы. Отсюда, в си-
лу теоремы 1 [2], резольвента удовлетворяет
неравенству

‖Rnk‖ 6 ‖An‖
n−1∏
i=k+1

(‖I‖+ ‖Bi‖‖Ai‖)‖Bk‖,

0 6 k 6 n− 1.

Обозначим через

Xq0 = {x ∈ l∞ : ∃q : 0 < q 6 q0 < 1 :

|xn‖Cm 6 cqn, n > 0}.

Теорема 1. Пусть

‖Rnk‖Mm 6 c1q
n
1 , ‖fn‖Cm 6 c2qn2 ,

где
0 < qi < 1, i = 1, 2,

‖ϕ(n, x)‖Cm 6 an‖x‖Cm + bn‖x‖1+βCm ,

β > 0,

∞∑
k=0

ak <∞,
∞∑
k=0

bk <∞.

Тогда пара (Xq0 , X1) допустима относитель-
но уравнения (1).

Доказательство. Разностное уравнение
(1)

xn =

n−1∑
k=0

Ank(xk +ϕ(k,xk)) + fn, n > 0.

равносильно уравнению

xn =

n−1∑
k=0

Rnkϕ(k,xk)+

n−1∑
k=0

Rnkfk+fn, n > 0.

Действительно, применим к уравнению
(1) оператор (I + R̃), где R̃ — оператор, по-
рожденный резольвентой R ядра A. Получим

xn −
n−1∑
k=0

(
Ank −Rnk +

n−1∑
i=k+1

RniAik

)
xk−

−
n−1∑
k=0

(
Ank −Rnk +

n−1∑
i=k+1

RniAik

)
ϕ(k,xk) =

=

n−1∑
k=0

Rnkϕ(k,xk)+

n−1∑
k=0

Rnkfk+fn, n > 0.

В силу равенства (4), имеем

xn =

n−1∑
k=0

Rnkϕ(k,xk) +

n−1∑
k=0

Rnkfk + fn,

n > 0.

Откуда следует

‖xn‖Cm 6

∥∥∥∥∥
n−1∑
k=0

Rnkϕ(k,xk)

∥∥∥∥∥
Cm

+

+

∥∥∥∥∥
n−1∑
k=0

Rnkfk

∥∥∥∥∥
Cm

+ ‖fn‖Cm , n > 0.

Оценим сумму∥∥∥∥∥
n−1∑
k=0

Rnkfk

∥∥∥∥∥
Cm

+ ‖fn‖Cm 6

6 c2

(
c1q

n
1

1

1− q2
+ qn2

)
6 c3q

n
3 ,

где

c3 = c2

(
c1

1

1− q2
+ 1

)
, q3 = max(q1, q2).

Тогда

‖xn‖Cm 6

6 c1q
n
1

n−1∑
k=0

(
ak‖xk‖+ bk‖xk‖1+β

)
+ c3q

n
3 .

Откуда

‖xn‖Cm 6

6 c4q
n
4

(
n−1∑
k=0

(
ak‖xk‖+ bk‖xk‖1+β

)
+ 1

)
,

где

c4 = max(c1, c3), q4 = max(q1, q3).
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Положим yn = ‖xn‖Cmq−n4 , отсюда

yn 6 c4

(
n−1∑
k=0

qk4

(
akyk + bky

1+β
k qkβ4

)
+ 1

)
.

Так как 0 < q4 < 1, то имеем

yn 6 c4

(
n−1∑
k=0

(
akyk + bky

1+β
k

)
+ 1

)
.

Из неравенства Бернулли [2] следует оценка

yn 6
n−1∏
k=0

(1 + c4ak)×

×

[
c−β4 − β

n−1∑
k=0

c4bk
1 + c4ak

k−1∏
i=0

(1 + c4ai)
β

]− 1
β

.

В силу условий теоремы, сходится ряд
∞∑
k=0

c4ak. Поэтому бесконечное произведение

∞∏
k=0

(1 + c4ak) <∞ [3].

Кроме того,
∞∑
k=0

c4bk < ∞. Отсюда и из

неравенства

c4bk
1 + c4ak

6 c4bk

получаем [3]

∞∑
k=0

c4bk
1 + c4ak

<∞.

Следовательно, существует такое число c5,
что yn 6 c5. Откуда

‖xn‖Cm 6 c5qn4 .

Таким образом, пара (Xq0 , X1) допустима от-
носительно уравнения (1). �

Обозначим через

Xα0 = {x ∈ l∞ : ∃α : α > α0 > 1 :

‖xn‖Cm 6
c

(n+ 1)α
, n > 0}.

Теорема 2. Пусть

‖Rnk‖Mm 6
c1

(n+ 1)α1
,

‖fn‖Cm 6
c2

(n+ 1)α2
,

где
αi > 1, i = 1, 2,

‖ϕ(n,x)‖Cm 6 an‖x‖Cm + bn‖x‖1+βCm ,

β > 0,

∞∑
k=0

ak <∞,
∞∑
k=0

bk <∞.

Тогда пара (Xα0 , X1) допустима относитель-
но уравнения (1).

Доказательство. Оценим∥∥∥∥∥
n−1∑
k=0

Rnkfk

∥∥∥∥∥
Cm

+ ‖fn‖Cm 6

6 c2

(
c1

(n+ 1)α1
S +

1

(n+ 1)α2

)
6

c3
(n+ 1)α3

,

где [3]

S =
∞∑
k=0

1

(k + 1)α2
,

c3 = c2(c1S + 1), α3 = min(α1, α2).

Тогда

‖xn‖Cm 6
c1

(n+ 1)α1
×

×
n−1∑
k=0

(
ak‖xk‖+ bk‖xk‖1+β

)
+

c3
(n+ 1)α3

.

Откуда

‖xn‖Cm 6
c4

(n+ 1)α4
×

×

(
n−1∑
k=0

(
ak‖xk‖Cm + bk‖xk‖1+βCm

)
+ 1

)
,

где

c4 = max(c1, c3), α4 = min(α1, α3).

Положим yn = ‖xn‖Cm(n+ 1)α4 , отсюда

yn 6 c4

(
n−1∑
k=0

1

(k + 1)α4
×

×
(
akyk + bky

1+β
k

1

(k + 1)α4β

)
+ 1

)
.
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Так как
1

(k + 1)α4
< 1,

1

(k + 1)α4β
< 1

при каждом 0 6 k 6 n− 1, то

yn 6 c4

(
n−1∑
k=0

(
akyk + bky

1+β
k

)
+ 1

)
.

В силу неравенства Бернулли, получим

yn 6
n−1∏
k=0

(1 + c4ak)×

×

[
c−β4 − β

n−1∑
k=0

c4bk
1 + c4ak

k−1∏
i=0

(1 + c4ai)
β

]− 1
β

.

Из условий теоремы следует, что
∞∏
k=0

(1 + c4ak) <∞,
∞∑
k=0

c4bk
1 + c4ak

<∞.

Поэтому найдется такое число c5, что
yn 6 c5. Следовательно,

‖xn‖Cm 6
c5

(n+ 1)α4
.

Таким образом, пара (Xα0 , X1) допустима
относительно уравнения (1). �
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