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Incorporation of piezoelectric elements into a structure opens new possibilities for adjusting
and controlling the dynamic characteristics of the system. For practical implementation of
the discussed variant it is offered to fix piezo-elements to the surface of the structure and to
monitor its dynamic characteristics by adjusting the external shunt electric RLC-circuits. The
dynamic characteristics of the system are defined in the framework of the variational formulation
of the eigenvalue problem. The real part of the obtained complex frequencies represents the
natural vibration frequency and the imaginary part corresponds to the damping coefficient. The
produced damping effect is presented in a series of experiments, in which the external electrical
circuits were used for passive damping of the longitudinal vibrations of a piezoceramic rod
plated along half of its length.
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Введение

Диссипативные свойства конструкции
могут быть определены из решения спек-
тральной задачи теории электровязкоупру-
гости. Для ряда конструкционных матери-
алов спектральная задача теории электро-
вязкоупругости может быть представлена в
форме с комплексными динамическими мо-
дулями, являющимися аналогами дифферен-
циальных и интегральных операторов в фи-
зических соотношениях [1–4], и комплексны-
ми сопротивлениями внешних электрических
RLC-цепей.

В этой постановке найденные комплекс-
ные собственные значения будут определять
частоты собственных колебаний и показа-

тели демпфирования. Комплексные часто-
ты и формы собственных колебаний зави-
сят не только от конструктивных и тех-
нологических особенностей оболочечных си-
стем, но и от типа и способа электрическо-
го соединения пьезоэлементов конструкции
(RLC-параметров). Целенаправленное изме-
нение этих параметров позволит оптимизи-
ровать динамические характеристики (резо-
нансные частоты, формы собственных коле-
баний и показатели демпфирования) систе-
мы.

Пьезоэлектрический эффект обеспечива-
ет преобразование части энергии механиче-
ских колебаний в энергию электрических ко-
лебаний, которая может быть просто рассе-
яна через шунтирующую цепь, представля-
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ющую собой механизм пассивного демпфи-
рования. Поэтому, применяя соответствую-
щие электрические цепи, можно демпфиро-
вать механические колебания системы [5].

Так как пьезоэлементы обладают внут-
ренней ёмкостью, применение шунтирующих
цепей для диссипации энергии является са-
мым простым способом достижения этой це-
ли. Элементарным шунтом является рези-
стор, включенный между электродами пьезо-
элемента. Несмотря на первое упоминание в
работе [6], авторство концепции демпфирова-
ния колебаний с помощью пьезоэлектриков и
внешних электрических цепей отдано Hagood
и von Flotow [7], которые продемонстрирова-
ли, что последовательная LR-цепь может су-
щественно снизить колебания единичной мо-
ды [8].

Среди шунтирующих цепей особого вни-
мания заслуживают резонансные цепи.
Обычно в их состав входят катушка индук-
тивности и сопротивление. Эти цепи позволя-
ют настраиваться на любую демпфируемую
частоту. Кроме того, модификации тополо-
гии цепи делают возможным одновременное
демпфирование нескольких мод колебаний.
С механической точки зрения система в це-
лом (пьезоэлемент и резонансная шунтирую-
щая цепь) подобна динамическому демпфе-
ру.

Детальный обзор возможностей шун-
тирования пьезоэлектрических материалов
электрическими цепями при демпфировании
колебаний приведен в работе [9], в кото-
рой обсуждаются четыре обычно исполь-
зуемых типа шунтирующих цепей (табли-
ца). Здесь сокращение PZT (lead-zirconate-
titanate) относится к пьезоэлектрическому

элементу, CPZT — внутренняя емкость пье-
зоэлектрического участка.

Если электрическая цепь содержит ис-
точники электроэнергии, то она является
активной цепью, и, соответственно, схема
управления является активной. Если нет ис-
точников внешней электрической энергии, то
цепь и система управления определяются как
пассивные. Данная работа будет касаться по-
следнего типа управления колебаниями.

1. Математическая постановка задачи
о собственных колебаниях

Количественная оценка диссипативных
свойств конструкций обычно основывается
на результатах решения двух задач. Пер-
вая из них связана с рассмотрением свобод-
ных колебаний. При этом диссипация систе-
мы проявляется в затухании колебаний, а
скорость затухания количественно оценива-
ет диссипативные свойства системы. Вторая
задача связана с рассмотрением вынужден-
ных установившихся колебаний. При этом
диссипативные свойства системы проявля-
ются в ограничении резонансных амплитуд.
Поэтому построение математической моде-
ли и создание соответствующих алгоритмов
численной реализации позволит не только
оценивать демпфирующие свойства системы,
но и эффективно решать проблему оптими-
зации динамических характеристик smart-
конструкций на основе пьезоэлектрических
материалов. При этом среди динамических
характеристик особый интерес составляют
параметры, определяющие демпфирующие
свойства системы.

Поиск методами численного моделирова-
ния оптимальных по демпфирующим свой-
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ствам конструкций связан с большим объе-
мом вычислений. С одной стороны, необхо-
димо исследовать в заданном диапазоне вли-
яние параметров на демпфирующие свойства
системы, с другой стороны, требуется для
каждой комбинации этих параметров про-
анализировать поведение исследуемого объ-
екта в определенном спектре динамических
воздействий. При рассмотрении свободных
колебаний это связано с необходимостью ре-
шения динамических задач при различных
начальных условиях, а в задаче о вынужден-
ных колебаниях — с построением решений
при различных вариантах нагружения в за-
данном частотном диапазоне возмущающих
воздействий.

Альтернативой описанным подходам, в
том числе для решения задач оптимизации,
предлагается постановка задачи о собствен-
ных колебаниях системы, позволяющая оце-
нить демпфирующие свойства вне зависимо-
сти от внешних силовых, кинематических и
других факторов. При этом собственные ча-
стоты являются комплексными величинами.
Их действительная часть представляет собой
частоту, а мнимая часть — показатель демп-
фирования (скорость затухания) собствен-
ных колебаний.

При исследовании динамического пове-
дения smart-конструкций рассматривается
электровязкоупругая задача для кусочно-
однородного тела, состоящего из упругих или
вязкоупругих элементов, занимающих объ-
ем V1, и электроупругих (пьезоэлектриче-
ских) элементов, занимающих объем V2. Пье-
зоэлектрические элементы через электроди-
рованную поверхность могут быть соедине-
ны внешней цепью, состоящей из сопротив-
лений, ёмкостей и индуктивностей.

Вариационное уравнение движения тела,
состоящего из упругого и пьезоэлектриче-
ских элементов, может быть получено на ос-
нове соотношений линейной теории упруго-
сти и квазистатических уравнений Максвел-
ла [10–12]

∫
V1

(σijδεij + ρüiδui)dV+

+

∫
V2

(σijδεij −DiδEi + ρüiδui) dV−

−
∫

Ωσ

δuiPidΩ−
∫

Ωel

qeδϕdΩ = 0, (1.1)

где D, E — векторы электрической индукции
и напряженности электрического поля; σij —
контравариантные компоненты симметрич-
ного тензора напряжений Эйлера (Коши),
εi j = 1

2 (ui;j + uj;i) — ковариантные компо-
ненты тензора линейных деформаций (точ-
кой с запятой в формулах обозначена кова-
риантная производная); u — вектор переме-
щений, P — вектор нагрузок; Ωel — поверх-
ность, ограничивающая пьезоэлектрический
элемент; qe и ϕ — поверхностная плотность
зарядов и электрический потенциал, соответ-
ственно.

Для изотермических процессов в ли-
нейных электроупругих средах справедливы
следующие физические соотношения:

σij = Cijklεkl — для V1, (1.2)

σij = Cijklεkl − βijkEk
Dk = βijkεij + ekiEi

}
— для V2, (1.3)

где Cijkl — тензор упругих констант, βijk и
eki — тензоры пьезоэлектрических и диэлек-
трических коэффициентов.

Если элемент тела V1 обладает вязко-
упругими свойствами, то тензор упругих
констант Cijkl должен быть заменен соответ-
ствующим вязкоупругим оператором C∗

ijkl.
В случае же колебательного характера дви-
жения с частотой ω вместо вязкоупруго-
го оператора C∗

ijkl можно использовать ком-
плексный аналог динамической жесткости
C∗
ijkl (ω) = CRijkl (ω) + iCIijkl (ω). Отношение

мнимой части комплексного модуля к дей-
ствительной имеет смысл тангенса потерь.

В задачах электроупругости граничные
условия можно разделить на две группы: ме-
ханические и электрические.

Рассмотрим механические граничные
условия. Если пьезоэлектрическая среда за-
нимает объем V , ограниченный поверхно-
стью Ω, то механические граничные условия
сводятся к обычным граничным соотноше-
ниям теории упругости

σijnj = ti на Ωσ и ui = Ui на Ωu. (1.4)

Формулировка физически реализуемых элек-
трических граничных условий зависит от
способа передачи электрической энергии пье-
зоэлектрическому телу. Как подведение, так
и снятие энергии с деформируемого пьезо-
электрического тела, осуществляются с по-
мощью электродных покрытий, нанесенных
на части поверхности тела. Предполагается,
что они являются тонкими идеальными про-
водниками с пренебрежимо малой массой.
Наличие покрытия токопроводящим слоем



26 Матвеенко В.П., Клигман Е.П., Юрлов М.А., Юрлова Н.А.

(электродирование) поверхности Ωel делает
ее эквипотенциальной∫

Ωel

δϕqe dΩ =δϕ

∫
Ωel

qe dΩ = Q
el
. (1.5)

Здесь Qel — суммарный заряд на электроде.
Конкретный вид граничных условий по

электрической компоненте вектора состоя-
ния требует рассмотрения внешней электри-
ческой цепи и источников энергии. В каче-
стве модельных источников электрической
энергии используются широко применяемые
в электротехнике генераторы напряжения и
тока. Генератор напряжения обеспечивает
заданный потенциал на электроде, а генера-
тор тока задает подводимый ток.

1) На части поверхности Ω1 (электроди-
рованной) задан потенциал электрического
поля ϕ0, а на неэлектродированной части по-
верхности Ω2 — свободный заряд плотностью
q0. В этом случае ϕ = ϕ0 на Ω1 и D · n = q0

на Ω2.
2) Если колебания пьезоэлектрического

тела возбуждаются электрическим полем с
заданной разностью потенциалов, то на элек-
троды Ω±

1 , покрывающие тело, подается зна-
чение потенциала ϕ0 = ±V0 (t) (рис. 1).

3) При нагружении пьезоэлектрического
тела генератором тока с заданным значени-
ем тока I0 (t) разность потенциалов на элек-
тродах заранее неизвестна. В этом случае из
условия непрерывности тока в цепи, вклю-
чая пьезоэлектрическое тело, вытекает инте-
гральное условие для вектора электрической
индукции.

∂

∂t

∫
Ωel

qe dΩ =

∫
Ωel

Ḋ · n dΩ = −I0 (t) . (1.6)

Это интегральное условие нельзя непосред-
ственно использовать как граничное условие.
Поэтому в рассмотрение необходимо ввести
неизвестное заранее значение потенциалов на
электродах ϕ|Ω±

1
= ±V (t). Далее задача ре-

шается так же, как в случае задания гранич-
ных условий в виде разности потенциалов на
электродах Ω±

1 . После определения всех ком-
понент сопряженного поля на основе уравне-
ний электроупругости и интегрального усло-
вия (1.6) определяется неизвестная величина
V (t).

4) На пассивных электродах должно вы-
полняться условие

Q
el

=

∫
Ωel

qedΩ =

∫
Ωel

Ḋ · n dΩ = 0.

Здесь Qel — заряд на электроде.
5) Для случаев, когда пьезоэлементы ис-

пользуются в качестве генераторов элек-
трической энергии, предполагается, что де-
формирование пьезокерамического тела осу-
ществляется механическим путем, а нанесен-
ные на части его поверхности электроды Ω+

1

и Ω−
1 служат для снятия электрической энер-

гии (рис. 2).
При этом энергия, которая потребляет-

ся во внешней электрической цепи, замыка-
ющей электроды, может быть представлена
потерями на элементе с комплексной прово-
димостью Y = Y1 + iY2 (величина, обратная
сопротивлению).

В этом случае неизвестными являются
как значение разности потенциалов на элек-
тродах V (t), так и ток в цепи I (t). Что-
бы получить электрическое граничное усло-
вие для рассматриваемой задачи, необходимо
воспользоваться законом Ома для внешней
цепи I (t) = Y · V (t). Тогда

∫
Ω1

Ḋ · n dΩ = −Y V (t) (1.7)

Здесь интеграл берется по поверхности одно-
го из электродов и описывает ток через пье-
зоэлектрический элемент. Процесс построе-
ния решения граничных задач в этом случае
состоит в задании на электродных покрыти-
ях неизвестной разности электрических по-
тенциалов V (t). Если при этих граничных
условиях найдено решение, то неизвестное
значение разности потенциалов V (t) опреде-
ляется из равенства (1.7).

6) Из граничного условия (1.7) следуют
два важных предельных случая.

а) для разомкнутой цепи (Y = 0) имеет
место равенство

∫
Ω

ḊndΩ = 0;

б) если электроды замкнуты (Y =∞), то
из условия ограниченности тока смещения
следует ϕ+ − ϕ− = 0 (разность потенциалов
между замкнутыми электродами).

Рассмотрим вариант электрических гра-
ничных условий, когда одна часть электроди-
рованной поверхности пьезоэлемента Ωel

m со-
единена с точкой нулевого потенциала после-
довательной RLC-цепью, а на другой части
Ωel
k задан нулевой потенциал. В этом случае

потенциал на незаземленном электроде будет
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Рис. 1. Схема приложения
электрического потенциала Рис. 2. Схема снятия электрической

энергии

вычисляться по следующей формуле:

ϕm =
Qm
C

+RIm + Lİm =

=
Qm
C

+RQ̇m + LQ̈m, (1.8)

где ϕm и Qm =
∫

Ωelm

qedΩ — электриче-

ский потенциал и суммарный заряд на Ωel
m,

Im = Q̇m — ток в проводнике, R — актив-
ное сопротивление; C — ёмкость; L — ин-
дуктивность. Тогда интеграл по поверхности
Ωel
m в (1.1) будет определять электрические

граничные условия для пьезоэлектрических
участков ∫

Ωelm

qeδϕ dΩ = −δϕmQm. (1.9)

В уравнении (1.9) учтено, что электродиро-
ванная поверхность Ωel

m — эквипотенциальна,
а цепь является внешним элементом по отно-
шению к исследуемой системе (смена знака
перед интегралом). В этой постановке систе-
ма уравнений, данная уравнением (1.1), при
отсутствии внешней нагрузки

(
Xi = ti = 0

)
является однородной и может быть сформу-
лирована как задача на собственные значе-
ния∫
V1

(
σijδεij + ρüiδui

)
dV+

+

∫
V2

(
σijδεij −DiδEi + ρüiδui

)
dV+

+ δϕmQm = 0. (1.10)

В этом случае система уравнений (1.10),
(1.2), (1.9) допускает квазигармоническое ре-

шение, описываемое временной функцией

ui (t) = ūi e
iψt = ũi (t) eiωt,

εij (t) = ε̄ij e
iψt = ε̃ij (t) eiωt,

ϕm (t) = ϕ̄m e
iψt = ϕ̃m (t) eiωt.

Здесь ψ = ω + iη — комплексная соб-
ственная частота колебаний ũi (t) = ūie

−ηt,
ε̃ij (t) = ε̄ije

−ηt, ϕ̃m (t) = ϕ̄me
−ηt — мед-

ленно меняющиеся функции времени, ūi —
комплексная мгновенная амплитуда колеба-
ний. Найденные комплексные собственные
частоты определяют резонансные частоты
Re (ψ) = ω системы и ее показатели демпфи-
рования Im (ψ) = η. Комплексные мгновен-
ные амплитуды колебаний определяют фор-
мы и фазы колебаний. В этом случае урав-
нение (1.10) может быть разрешено относи-
тельно суммарного заряда

Qm(t) =
ϕ̄me

iψt

C−1 − ψ2L+ iψR
(1.11)

После очевидных преобразований получаем
вариационное уравнение на собственные зна-
чения (черту над переменной опускаем).∫
V2

(
δεij

(
Cijklεkl − βijkEk

)
−

− δEk
(
βijkεij + ekiEi

)
− ψ2ρδuiui

)
dV+

+

∫
V1

(
δεijC

ijklεkl − ψ2ρδuiui

)
dV+

+
ϕmδϕm

C−1 − Lψ2 + iψR
= 0. (1.12)

Таким образом, для пьезоэлектрического те-
ла получено вариационное уравнение квази-
гармонических колебаний, содержащее дис-
сипативные слагаемые, обусловленные поте-
рей энергии во внешних электрических цепях
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Рис. 3. Расчетная схема

с сопротивлением R. Индуктивность внешне-
го контура L и ёмкость C выступают в ка-
честве своеобразных аналогов механической
массы и жесткости, с помощью которых мож-
но управлять собственными частотами коле-
баний.

Для параллельной RLC -цепи протекаю-
щий через нее ток равен сумме токов, проте-
кающих через ее элементы

Im = IRm + ILm + ICm =

=
ϕm
R

+ Cϕ̇m +

∫
ϕmdt

L
. (1.13)

Учитывая квазигармонический характер
рассматриваемого процесса, получим

Im = ϕ̄m

(
1

R
+ iψC − i

Lψ

)
eiψt.

Выполнив в последнем уравнении интегриро-
вание по времени, получаем суммарный за-
ряд на электроде

Qm = ϕ̄m

(
C − i

ψR
− 1

Lψ2

)
eiψt. (1.14)

После преобразований, аналогичных выпол-
ненным для последовательной RLC-цепи, по-
лучаем вариационное уравнение на собствен-
ные значения (черту над переменной опуска-
ем) для параллельных внешних электриче-
ских цепей:

∫
V2

(
δεij

(
Cijklεkl − βijkEk

)
−

− δEk
(
βijkεij + ekiEi

)
− ψ2ρδuiui

)
dV+

+

∫
V1

(
δεijC

ijklεkl − ψ2ρδuiui

)
dV+

+ ϕmδϕm

(
C − i

ψR
− 1

Lψ2

)
= 0. (1.15)

При отсутствии в RLC -цепях тех или иных
элементов в уравнениях (1.12) и (1.15) долж-
ны быть опущены соответствующие слагае-
мые. Более сложные цепи могут быть син-
тезированы комбинацией уравнений (1.12) и
(1.15).

2. Численное исследование
динамических свойств конструкции

Для оценки работоспособности предло-
женного алгоритма была решена следующая
тестовая задача.

В шарнирно опертом пьезокерамическом
(PZT-4) стержне 1 (рис. 3) прямоугольно-
го сечения с поперечной поляризацией с по-
мощью гармонической силы, действующей
на торец, возбуждаются продольные колеба-
ния по второй моде. При этом на электро-
дах 2 (заземленный электрод) и 3 (актив-
ный электрод), расположенных на боковой
поверхности, возникает разность электриче-
ских потенциалов. Для дополнительного га-
шения механических колебаний электрод 3
соединен с резистором R, на котором про-
исходит диссипация электрической энергии в
виде джоулева тепла.

Изменяя сопротивление резистора R,
можно добиться наибольшего гашения ко-
лебаний. Уровень амплитуды механических
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Рис. 4. Зависимость амплитуды и частоты колебаний от сопротивления R

колебаний определяется через перемещения,
возникающие на свободном конце стержня.
Был получен график зависимости амплиту-
ды и частоты колебаний от сопротивления R
(рис. 4).

Из графика видно, что сопротивление в
2700 Ом является оптимальным, т.е. при
этом значении происходит максимальное га-
шение колебаний.

3. Описание эксперимента

Для подтверждения эффекта демпфиро-
вания механических колебаний с помощью
пьезоэлементов и внешних электрических це-
пей был проведен эксперимент, схема которо-
го приведена на рис. 5.

Пьезокерамический стержень 1 прямо-
угольного сечения с поперечной поляри-
зацией установлен на жестких подставках
(рис. 6). Стержень электродирован наполо-
вину по его длине. С помощью пьезоэле-
мента 2 возбуждаются продольные колеба-
ния, при этом на электродах 3, расположен-
ных на боковых поверхностях, возникает раз-
ность электрических потенциалов. Для гаше-
ния механических колебаний к электродам
3 подключается электрическая цепь, на ко-
торой происходит диссипация электрической
энергии в виде тепла. Уровень амплитуды
механических колебаний определяется опо-
средованно через электрический потенциал
U1, возникающий на свободном конце стерж-
ня.

Эксперимент проводился на двух стерж-
нях. На первом стержне рассматривались по-
дробно различные конфигурации электриче-
ской цепи дисспации. На втором стержне
проводился ряд экспериментов, подтвер-
ждающих выводы, полученные на первом

стержне. Внешняя электрическая цепь на-
страивалась на максимальное гашение вто-
рой моды колебаний. Вторая мода колебаний
для первого стержня равна 41,21 кГц, для
второго — 47,22 кГц.

Для гашения колебаний рассматривалось
два типа электрических цепей: резистивная и
резистивно-индуктивная. Изменяя сопротив-
ление R и индуктивность L, можно добиться
наибольшего гашения колебаний.

В качестве резистивной цепи использова-
лись последовательно соединенные перемен-
ные резисторы (рис. 7), что позволило под-
страивать сопротивление в достаточно ши-
роком диапазоне. Испытуемый стержень при
присоединении к нему гиратора и перемен-
ных сопротивлений представлен на рис. 7.

Так как катушка индуктивности громозд-
ка, плохо варьируема, неудобна в работе и,
как правило, имеет большой размер, её для
компактности и удобства заменяют гирато-
ром (рис. 7). Использование схемы гирато-
ра позволяет реализовать большую индук-
тивность в небольшом по размерам, легком
и недорогом корпусе. Гиратор представля-
ет собой электрическую цепь, которая осу-
ществляет инвертацию импеданса. Основная
функция гиратора состоит в том, чтобы, ис-
пользуя напряжение на конденсаторе, заста-
вить напряжение и ток на входе схемы вести
себя подобно напряжению и току в катушке
индуктивности.

Электрическая схема гиратора представ-
лена на рис. 8.

Импеданс такой индуктивной цепи вы-
числяется по формуле

Z =

(
C4
R1R3

R2

)
R5,
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Рис. 5. Схема эксперимента

Рис. 6. Фото рассматриваемого стержня

Рис. 7. Вид испытуемого стержня; 1 — последовательно соединенные переменные резисторы; 2 —
гиратор
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Рис. 8. Электрическая схема гиратора

Рис. 9. Зависимости напряжения на конце пьезокерамического стержня №1 от активного
сопротивления внешней цепи при фиксированных индуктивностях
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где C4 — конденсатор (ёмкость), R1, R2, R3 —
сопротивления, R5 — переменное сопротив-
ление.

При помощи переменного сопротивления
R5 индуктивность гиратора может варьиро-
ваться в широком диапазоне. В качестве опе-
рационных усилителей использовались стан-
дартные прецизионные усилители OP07CP.

Синосуидальный сигнал подается на пье-
зоэлемент 2 (рис. 5) генератором частот
GFG-8216A, электрический потенциал U1 из-
меряется при помощи милливольтметра В3-
38Б, предназначенного для измерения сред-
неквадратичного значения переменного на-
пряжения синусоидальной формы. Предел
допускаемой основной погрешности милли-
вольтметра равен ±2, 5%. Рабочий диапа-
зон — от 45 Гц до 1МГц включительно.

4. Экспериментальное исследование
динамических свойств конструкции

На рис. 9 для первого стержня построе-
но семейство кривых зависимости напряже-
ния на конце пьезокерамического стержня от
активного сопротивления внешней цепи при
фиксированном значении индуктивности.

На рис. 10 приведены зависимости напря-
жения на конце первого стержня от частоты
при индуктивности 10 мГн. На рис. 11 пред-
ставлены те же кривые при резистивном га-
шении колебаний.

Семейство кривых зависимости напря-
жения на конце пьезокерамического стерж-
ня от активного сопротивления внешней це-
пи при фиксированных значениях индуктив-
ности для второго стержня приведено на
рис. 12.

Рис. 13 иллюстрирует зависимости на-
пряжения на конце первого стержня от ча-
стоты при индуктивности 4 мГн.

Как видно из представленных графиков:
1) демпфирование колебаний только ре-

зистивной цепью не является оптимальным,
причем, при R = 0 или R =∞ наличие внеш-
ней электрической цепи не влияет на колеба-
ния системы, и дополнительного демпфиро-
вания колебаний не происходит;

2) при наличии только резистивной це-
пи максимальное гашение колебаний при
R = 4 кОм составляет 30%;

3) при увеличении индуктивной состав-
ляющей во внешней электрической цепи до
11 мГн демпфирование продольных колеба-
ний стержня увеличивается, но дальнейшие
увеличение значения индуктивности приво-

дит к снижению степени демпфирования ко-
лебаний;

4) максимальное демпфирование про-
дольных колебаний стержня составляет 85%
при индуктивности, равной 11 мГн, и сопро-
тивлении 200 Ом;

5) в резистивно-индуктивной внешней
электрической цепи при сопротивлении до 1
кОм определяющую роль в демпфировании
колебаний играет индуктивность, но при зна-
чении сопротивления более 1 кОм влияние
индуктивности начинает ослабевать;

6) при индуктивно-резистивной внешней
электрической цепи частота резонанса при
низкоомном сопротивлении начинает сдви-
гаться.

В том случае, когда достигается макси-
мальное демпфирование колебаний, механи-
ческая энергия практически полностью пре-
образуется в электрическую энергию коле-
баний LC-контура и рассеивается в виде
электромагнитного излучения и джоулево-
го тепла. При этом собственная частота LC-
контура совпадает с соответствующей часто-
той механического резонанса стержневой си-
стемы.

Заключение

Проведено несколько серий эксперимен-
тов с пьезокерамическими стержнями, из ко-
торых видно, что оптимальное демпфиро-
вание колебаний достигается при наличии
внешней индуктивно-резистивной цепи гаше-
ния. При этом стоит учитывать тот факт, что
чрезмерное увеличение сопротивления или
индуктивности может ухудшать способность
внешней электрической цепи демпфировать
колебания конструкции.

Выполненные численные и эксперимен-
тальные исследования подтверждают высо-
кую эффективность и универсальность раз-
работанного подхода к решению связан-
ной электромеханической задачи демпфиро-
вания нежелательных колебательных про-
цессов в механических системах, содержа-
щих пьезоэлементы и внешние электриче-
ские RLC-цепи.
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Рис. 10. Зависимости напряжения на конце стержя №1 от частоты индуктивности 10 МГн

Рис. 11. Зависимости напряжения на конце стержня №1 от частоты при резистивном гашении
колебаний
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Рис. 12. Зависимости напряжения на конце пьезокерамического стержня №2 от активного
сопротивления внешней цепи при фиксированных значениях индуктивности

Рис. 13. Зависимости напряжения на конце стержня №2 от частоты при индуктивности 4 мГн
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