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The issue of using block elements for solving boundary problem of mechanic continuum
appearing when modeling block structures of the landslide. It was showed that the landslide
block structures can have blocks divided by the contact boundaries which keeps block before
moving. The resonances effect on the structures is discussed.
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Оползневые явления относятся к числу
грозных природных событий, наносящих со-
вершенно неожиданно серьезный материаль-
ный ущерб и зачастую сопровождающих-
ся человеческими жертвами. Эти события
нередко происходят и на Черноморском побе-
режье Краснодарского края. На рис. 1 изоб-
ражен результат оползня на трассе Сочи–
Джубга. Моделирование этих событий явля-
ется сложной и до конца не решенной на се-
годняшний день проблемой. Это связано с

большим разнообразием оползневых влений,
скоротечностью процессов в период активи-
зации созревшего предоползневого состояния
и отсутствием точных данных о глубинных
процессах в оползнеопасной зоне. На рис. 2
приведена классификация видов оползней.

В настоящей работе показана принципи-
альная возможность использования метода
блочного элемента для моделирования неко-
торых типов оползневых явлений
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Рис. 1

1. Оползни рассматриваются как блоч-
ные структуры, состоящие из блочных эле-
ментов, границы между которыми начинают
появляться по мере изменения свойств сре-
ды (рис. 2б, 2в, 2к). Эти границы рассмат-
риваются как вертикальные плоскости, ко-
торые в свою очередь подвержены измене-
ниям, старению. В некоторых случаях они
имеют форму, близкую к цилиндрической.
По мере старения плоскости становятся раз-
нотипными, и среде оказывается все слож-
нее удерживать блочные элементы в контак-
те. В результате образуются трещины, рас-
пространяющиеся затем по всей плоскости
контакта, и блок разрушается. Немаловаж-
ную роль в разрушении играет также воз-
можность просачивания грунтовых вод меж-
ду рельефом основания и оползневыми бло-
ками. Это приводит к уменьшению коэффи-
циента трения между блоками и основани-
ями. Последнее связано с изменениями ко-
эффициента трения и в случае наклонно-
го основания достаточно легко анализирует-
ся методами теоретической механики. Наибо-
лее сложной является проблема, связанная с
контактом блоков между собой при наличии
стареющей контактной границы, и ей уделе-
но основное внимание. Главными моментами
исследования являются математическое опи-
сание выбранной модели, построение блоч-
ных элементов описанной блочной структу-
ры путем применения топологических мето-
дов функциональных и псевдодифференци-
альных уравнений, построение интегральных
уравнений контактных задач.

В связи с тем, что для материалов раз-
личных реологий алгоритм метода блочно-
го элемента однотипен, а также благодаря
свойству блочных элементов, позволяющим
решение одной краевой задачи, разлагать по
блочным элементам другой [1], при исследо-
вании ограничимся изучением сравнительно
простых блочных элементов скалярной гра-
ничной задачи [2–4]. Случаи более сложных
реологий исследуются применением анало-
гичного, но технически более сложного алго-
ритма векторных граничных задач для блоч-
ных элементов [5–8].

2. В основе теории блочных структур и
блочного элемента лежат дифференциаль-
ный и интегральный методы факторизации,
имеющие топологическую основу [5–8]. Их
применение в граничных задачах механики
деформируемого твердого тела в статиче-
ском и динамическом случаях дано в [5–8]
и связано с факторизаций матриц-функций,
что усложняет изложение материала. Что-
бы избежать громоздкого исследования си-
стем дифференциальных уравнений в част-
ных производных, факторизации возника-
ющих матриц-функций, ниже применяется
прием разложения решений граничных за-
дач на потенциальную и вихревую составля-
ющие [9].

Следуя указанной работе, взяв диффе-
ренциальные уравнения теории упругости в
векторной форме

(λ+ µ) grad divu + µ∆u + ρω2u = 0,
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а) б) в)

г) д) е)

ж) з) и)

к)

Рис. 2. Классификация видов оползней: а — скатывающиеся, б — смещающиеся, в — блоковые, г —
камнепадные, д — опрокидывающиеся, е — наносные, ж — лавинные, з — грунтопотоковые, и —

ползучие, к — горизонтально распространяющиеся
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ищем решение краевой задачи в следующем
виде:

u = gradϕ+ rotψ.

Здесь функция ϕ дает потенциальную со-
ставляющую решения, а компоненты ψn
(n = 1, 3) вектора ψ — вихревую.

Дифференциальное уравнение будет удо-
влетворяться, если функции находятся из
уравнений

∆ϕ+ k2
1ϕ = 0, ∆ψ+

n k
2
2ψn = 0, (1)

n = 1, 3,

k2
1 =

ρω2

λ+ 2µ
, k2

2 =
ρω2

µ
.

Параметры k1 и k2 характеризуют фазовые
скорости продольных и поперечных волн в
деформируемой среде, которые равны ωk−1

1 ,
ωk−1

2 соответственно. Заметим, что переход
к нестационарным задачам при решении та-
ких граничных задач, достигается известным
применением преобразования Лапласа.

В [2–4] построены блочные элементы для
более общих уравнений, включающих также
уравнения (1) вида

Q(∂x1, ∂x2, ∂x3)ϕ =
[
A11∂

2x1 +A22∂
2x2+

+A33∂
2x3 +A

]
ϕ(x1, x2, x3) = 0 (2)

пирамид. На границах областей ставятся
условия Дирихле или Неймана.

Решения граничных задач ищутся в про-
странствах медленно растущих обобщенных
функций Hs. Вопрос выделения классиче-
ской составляющей решения детально изло-
жен в работах [5–8].

Используя вышесказанное, рассмотрим
случай, когда ставится краевая задача для
упругого неограниченного слоя толщины h
с рельефной верхней границей, описывае-
мой прямоугольным параллелепипедом, ле-
жащим на плоскости. Очевидно, такая кон-
струкция, рассеченная по верхней границе
слоя, распадается на два блока: прямоуголь-
ный параллелепипед (шестигранный блок) и
слой — простейший двугранный блок. Часть
характеристик блочного элемента в форме
прямоугольного параллелепипеда для рас-
сматриваемой граничной задачи приведена
в [5], где осуществлено касательное рассло-
ение многообразия и введены локальные си-
стемы координат, которые используемые ни-
же в приводимых формулах.

Ради сокращения записи приведем лишь
выборочно по одному функциональному
и псевдодифференциальному уравнению, а
также одно представление решения в пря-
моугольном параллелепипеде, отсылая для
остальных к работе [10]. Аналогично это от-
носится и к слою.

3. Функциональные уравнения для блока
ширины a, длины c, высоты b и слоя толщи-
ны h соответственно представимы в следую-
щем виде:
– для параллелепипеда

K1Φ1 =

a∫
−a

c∫
−c

A33

(
ϕ′13 − iα1

3ϕ1

)
×

× exp i
[
α1

1η
1
1 + α1

2η
1
2

]
dη1

1dη
1
2+

+

c∫
−c

b∫
−b

A11

(
ϕ′22 + iα1

1ϕ2

)
×

× exp i
[
−α1

1a+ α1
2x

2
2 + α1

3

(
x2

1 − b
)]
dx2

1dx
2
2+

+

a∫
−a

c∫
−c

A33

(
ϕ′33 + iα1

3ϕ3

)
×

× exp i
[
−α1

1x
3
1 + α1

2x
3
2 − α1

32b
]
dx3

1dx
3
2−

−
c∫
−c

b∫
−b

A11

(
ϕ′43 − iα1

1ϕ4

)
×

× exp i
[
α1

1a+ α1
2x

4
2 − α1

3

(
x4

1 + b
)]
dx4

1dx
4
2+

+

a∫
−a

b∫
−b

A22

(
ϕ′53 + iα1

2ϕ5

)
×

× exp i
[
α1

1x
5
1 − α1

2c+ α1
3

(
x5

2 − b
)]
dx5

1dx
5
2+

+

a∫
−a

b∫
−b

A22

(
ϕ′63 − iα1

2ϕ6

)
×

× exp i
[
−α1

1x
6
1 + α1

2c+ α1
3

(
x6

2 − b
)]
dx6

1dx
6
2;

– для слоя

K1Φ1 =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

A33

(
ϕ′130 − iα1

3ϕ10

)
×

× exp i
[
α1

1η
1
1 + α1

2η
1
2

]
dη1

1dη
1
2+

+

∞∫
−∞

∞∫
−∞

A33

(
ϕ′330 + iα1

3ϕ30

)
×

× exp i
[
−α1

1x
3
1 + α1

2x
3
2 − α1

3h
]
dx3

1dx
3
2,
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K3Φ3 =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

A33

(
ϕ′330 − iα1

3ϕ30

)
×

× exp i
[
α3

1η
3
1 + α3

2η
3
2

]
dη3

1dη
3
2+

+

∞∫
−∞

∞∫
−∞

A33

(
ϕ′130 + iα1

3ϕ10

)
×

× exp i
[
−α3

1x
1
1 + α3

2x
1
2 − α3

3h
]
dx1

1dx
1
2.

Функциональные уравнения дают экви-
валентную формулировку граничных задач,
но уже в терминах интегральных преоб-
разований. Они же выявляют нуждающие-
ся в факторизации функции или матрицы-
функции.

Введем операторы преобразования Фурье

F2(αk1 , α
k
2)ϕ =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

ϕ(xk1, x
k
2)×

× exp i(αk1x
k
1 + αk2x

k
2)dxk1dx

k
2,

F−1
2 (xk1, x

k
2)Φ =

1

(2π)2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

Φ(αk1 , α
k
2)×

× exp
[
−i(αk1xk1 + αk2x

k
2)
]
dαk1dα

k
2 ,

F3(αk1 , α
k
2 , α

k
3)ϕ =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

ϕ(xk1, x
k
2, x

k
3)×

× exp i(αk1x
k
1 + αk2x

k
2 + αk3x

k
3)dxk1dx

k
2dx

k
3,

F−1
3 (xk1, x

k
2, x

k
3)Φ =

=
1

(2π)3

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

Φ(αk1 , α
k
2 , α

k
2)×

×exp [− i(αk1xk1 +αk2x
k
2 +αk3x

k
3) ] dαk1dα

k
2dα

k
3 ,

k = 1, 6.

Выпишем псевдодифференциальные ура-
внения, являющиеся результатом вычисле-
ния формы-вычета Лере. Они описывают
все возможные виды граничных условий,
которые можно сформулировать для дан-
ной системы дифференциальных уравнений
граничной задачи. После выбора гранич-
ных условий осуществляется переход к инте-
гральным или интегро-дифференциальным

уравнениями для решения граничной зада-
чи. В нашем случае имеем псевдодифферен-
циальные уравнения вида

F−1
2 (x1

1, x
1
2)

{ a∫
−a

c∫
−c

A33

(
ϕ′13 − iα1

3−ϕ1

)
×

× exp i
[
α1

1η
1
1 + α1

2η
1
2

]
dη1

1dη
1
2+

+

c∫
−c

b∫
−b

A11

(
ϕ′22 + iα1

1ϕ2

)
×

×exp i
[
−α1

1a+ α1
2x

2
2 + α1

3−
(
x2

1 − b
)]
dx2

1dx
2
2+

+

a∫
−a

c∫
−c

A33

(
ϕ′33 + iα1

3−ϕ3

)
×

× exp i
[
−α1

1x
3
1 + α1

2x
3
2 − α1

3−2b
]
dx3

1dx
3
2−

−
c∫
−c

b∫
−b

A11

(
ϕ′43 − iα1

1ϕ4

)
×

× exp i
[
α1

1a+ α1
2x

4
2 − α1

3−
(
x4

1 + b
)]
dx4

1dx
4
2+

+

a∫
−a

b∫
−b

A22

(
ϕ′53 + iα1

2ϕ5

)
×

× exp i
[
α1

1x
5
1 − α1

2c+ α1
3−
(
x5

2 − b
)]
dx5

1dx
5
2+

+

a∫
−a

b∫
−b

A22

(
ϕ′63 − iα1

2ϕ6

)
×

× exp i
[
− α1

1x
6
1 + α1

2c+

+ α1
3−
(
x6

2 − b
) ]
dx6

1dx
6
2

}
= 0,

∣∣x1
1

∣∣ 6 a,
∣∣x1

2

∣∣ 6 c.

В приведенных формулах приняты обо-
значения, введенные в статье [10]. Здесь ϕm3

обозначает производную в локальной систе-
ме координат xm1 , xm2 , xm3 по переменной xm3 ,
ϕm — значение функции в системе xm1 , xm2 ,
xm3 .

В случае слоя имеем

F−1
2 (x1

1, x
1
2)

{ ∞∫
−∞

∞∫
−∞

A33

(
ϕ′130 − iα1

3−ϕ10

)
×

× exp i
[
α1

1η
1
1 + α1

2η
1
2

]
dη1

1dη
1
2+
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+

∞∫
−∞

∞∫
−∞

A33

(
ϕ′330 + iα1

3−ϕ30

)
×

×exp i
[
−α1

1x
3
1 + α1

2x
3
2 − α1

3−h
]
dx3

1dx
3
2

}
= 0,

−∞ 6 x1
1, x

1
2 6∞,

F−1
2 (x3

1, x
3
2)

{ ∞∫
−∞

∞∫
−∞

A33

(
ϕ′330 − iα1

3−ϕ30

)
×

× exp i
[
α3

1η
3
1 + α3

2η
3
2

]
dη3

1dη
3
2+

+

∞∫
−∞

∞∫
−∞

A33

(
ϕ′130 + iα1

3−ϕ10

)
×

×exp i
[
−α3

1x
1
1 + α3

2x
1
2 − α3

3−h
]
dx1

1dx
1
2

}
= 0,

−∞ 6 x1
1, x

1
2 6∞.

Нуждающиеся в факторизации функции
левой части функциональных уравнений да-
ют характеристические уравнения в локаль-
ных системах координат. Они имеют вид

K1(αm1 , α
m
2 , α

m
3 ) =

= A11(αm1 )2 +A22(αm2 )2 +A33(αm3 )2 −A,

m = 1, 3,

K2(αn1 , α
n
2 , α

n
3 ) =

= A33(αn1 )2 +A22(αn2 )2 +A11(αn3 )2 −A,

n = 2, 4,

K3(αp1, α
p
2, α

p
3) =

= A11(αp1)2 +A33(αp2)2 +A22(αp3)2 −A,

p = 5, 6.

Интересующие нас корневые множества опи-
сываются соотношениями

αm3−(αm1 , α
m
2 ) =

= −i
√
A−1

33 [A11(αm1 )2 +A22(αm2 )2 −A],

m = 1, 3,

αn3−(αn1 , α
n
2 ) =

= −i
√
A−1

11 [A33(αn1 )2 +A22(αn2 )2 −A],

n = 2, 4,

αp3−(αp1, α
p
2) =

= −i
√
A−1

22 [A11(αp1)2 +A33(αp2)2 −A],

p = 5, 6.

Остальные параметры можно найти в [10].
При исследовании оползневых явлений

важное место занимают вопросы резонансов
оползнеподобной блочной структуры, кото-
рые могут повлиять на расщепление блоков
на контактирующие более мелкие.

Система слой-блок обладает резонанса-
ми. Резонансные частоты описываются соот-
ношениями.

k2 ≈ π

√
(n+ 0, 5)2

a2
+

(s+ 0, 5)2

(b+ h)2
<

π

2h
,

n, s = 0, 1, 2, . . . .

Резонансных частот тем больше, чем больше
размеры блока.

Авторам не известны сведения о та-
ких особенностях предоползневого поведе-
ния блочной структуры, когда резонансы мо-
гут способствовать расщеплению блоков и
инициированию оползня.

4. Имеющиеся примеры оползневых яв-
лений свидетельствуют о возможности воз-
никновения блоков с цилиндрической боко-
вой поверхностью. Ниже приводится пример
построения блоков с цилиндрическими по-
верхностями. В качестве примера построены
блочные элементы для внутренней гранич-
ной задачи в ограниченном цилиндре Ω1 ра-
диуса b для дифференциального уравнения
Гельмгольца вида (1), но с другим обозначе-
нием неизвестной

Q(∂x1, ∂x2, ∂x3)ψ =

=
[
∂2x1 + ∂2x2 + ∂2x3 + k2

]
×

× ψ(x1, x2, x3) = 0. (3)

Ниже показано, что псевдодифференци-
альные уравнения блочного элемента позво-
ляют рассматривать все возможные вариан-
ты граничных условий для дифференциаль-
ного уравнения в частных производных. Как
и в предыдущих работах [11] используются
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граничные условия как Дирихле, так и Ней-
мана.

В цилиндрической системе координат r,
ϕ, z уравнение (3) для цилиндра имеет вид

(∆ + k2
1)ψ = 0, (4)

∆ =
1

r

∂

∂r

(
r
∂

∂r

)
+

∂2

∂z2
+

1

r2

∂2

∂ϕ2
,

r, ϕ, z ∈ Ω1.

Решения граничных задач для уравнения
(4) ищутся в пространствах медленно расту-
щих обобщенных функций Hs. Для иссле-
дования этого уравнения дифференциаль-
ным методом факторизации введем двой-
ное и тройное преобразование и обращение
Фурье–Бесселя в виде

B3(θ, p, σ)u =

c2∫
c1

2π∫
0

b∫
0

u(r, ϕ, z)Jp(θr)×

× exp [i(pϕ+ σz)] rdrdϕdz = U(θ, p, σ),

B−1
3 (r, ϕ, z)U =

=
1

2π

∞∫
−∞

∞∫
0

∞∑
p=−∞

U(θ, p, σ)Jp(θr)×

× exp [−i(pϕ+ σz)] θdθdσ = u(r, ϕ, z),

B21(p, σ)u =

2π∫
0

c2∫
c1

u(ϕ, z)Jp(θ0R)×

× exp [i(pϕ+ σz)]Rdzdϕ = U(p, σ), (5)

B−1
21 (ϕ, z)U =

1

2π

∞∫
−∞

∞∑
p=−∞

U(p, σ)Jp(θ0R)×

× exp [ − i(pϕ+ σz) ] θ0dσ = u(ϕ, z),

B23(θ, p)u =

2π∫
0

b∫
0

u(r, ϕ)Jp(θr)×

× exp [i(pϕ+ σ0zs)] rdrdϕ = U(θ, p),

B−1
23 (r, ϕ)U =

1

2π

∞∫
0

∞∑
p=−∞

U(r, p)Jp(θr)×

× exp [−i(pϕ+ σ0zs)] θdθ = u(r, ϕ),

B1(r, p, z)u =

=

2π∫
0

u(r, ϕ, z) exp(ipϕ)dϕ = Up(r, z),

B−1
1 (r, ϕ, z)Up(r, z) =

=
1

2π

∞∑
p=−∞

Up(r, z) exp(−ipϕ) = u(r, ϕ, z),

F1(σ)u =

c2∫
c1

u(z)b exp iσzdz = U(σ),

F−1
1 (z)U =

1

2π

∞∫
−∞

U(σ)b exp(−iσz)dσ = u(z),

F2(θ)u =

b∫
0

u(r)Jp(θr)rdr = U(θ),

F−1
2 (r)U(θ) =

∞∫
0

∞∑
p=−∞

U(θ)Jp(θr)θdθ = u(r).

Здесь J (
pr) — функция Бесселя порядка p.

Применяя к уравнению (4) преобразова-
ния (5), построим внешнюю форму [11], ко-
торая в цилиндрической системе координат
принимает вид

ω = g

[
r

(
∂ψ

∂r
− θJ ′p(θb)J−1

p (θb)ψ

)
dϕ ∧ dz−

− 1

r
(
∂ψ

∂ϕ
− ipψ)dr ∧ dz+

+ r

(
∂ψ

∂z
− iσψ

)
dr ∧ dϕ

]
, (6)

g(r, ϕ, z) = Jp(θr) exp [i(pϕ+ σz)] .

Осуществив переход к функциональному
уравнению, получим его в форме

K(θ, σ)Ψ(θ, p, σ) =

∫
∂Ω1

ω,

K(θ, σ) = (θ2 + σ2 − k2
1).

(7)
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Представим границу области в виде

∂Ω1 = ∂Ω10 ∪ ∂Ω20,

где ∂Ω10 представляет боковую цилиндриче-
скую часть границы ∂Ω1, а ∂Ω20 — торце-
вую, состоящую из двух частей: ∂Ω21 — торец
z = c1 и ∂Ω22 — торец z = c2 Введем значе-
ния решения на границах области, обозначив
через ψr, ψz1, ψz2 — значения функции ψ на
границах ∂Ω10, ∂Ω21 и ∂Ω22 соответственно.

Применяя традиционный алгоритм вы-
вода псевдодифференциальных уравнений,
связанный с построением касательного рас-
слоения границы [1, 11], введем криволиней-
ные локальные системы координат на каж-
дой границе ∂Ων . Требование автоморфиз-
ма [1] приводит к следующим псевдодиффе-
ренциальным уравнениям:

F−1
1 (z)P1(θ1, σ, b, c1, c2) = 0,

z ∈ [c1, c2] , θ1 = i
√
σ2 − k2

1,

F−1
2 (r)P1(θ, σ−, b, c1, c2) exp [−iσ−c1] = 0,

r ∈ [0, b] , σ± = ±i
√
θ2 − k2

1,

F−1
2 (r)P1(θ, σ+, b, c1, c2) exp [−iσ+c2] = 0,

r ∈ [0, b] ,

Здесь

P1(θ, σ, b, c1, c2) =

=

c2∫
c1

[
Jp(θb)

∂Ψrp

∂r
− θJ ′p(θb)Ψrp

]
×

× b exp(iσz)dz+

+

b∫
0

Jp(θr)

[
∂Ψ1p

∂z
− iσΨ1p

]
×

× r exp(iσc1)dr+

+

b∫
0

Jp(θr)

[
∂Ψ2p

∂z
− iσΨ2p

]
×

× r exp(iσc2)dr,

Ψνp = B1(r, p, z)ψν .

Полученные псевдодифференциальные
уравнения позволяют формировать инте-
гральные уравнения для всех возможных

вариантов граничных задач, которые мож-
но построить для дифференциального урав-
нения (4). Решение этих интегральных или
интегродифференциальных уравнений дает
решение псевдодифференциальных уравне-
ний.

Представление решения, получающееся
после обращения псевдодифференциальных
уравнений, дается соотношением

ψ(r, ϕ, z) = B−1
3 (r, ϕ, z)K−1(θ, σ)

∫
∂Ω1

ω.

Метод блочного элемента позволяет охва-
тить исследованием блочные структуры как
с плоскими, так и цилиндрическими и сфери-
ческими границами, а также и более слож-
ные, формируемые в предоползневой ста-
дии. метод дает возможность изучить по-
следствия различных воздействий на такие
структуры с целью штатного инициирования
оползневых явлений.
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