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ASYMPTOTIC METHOD APPLICATION FOR ANALYSIS OF THE CRACK STRUCTURING
IN A VISCOELASTIC LAYER PROBLEM

Vatulyan A. O., Lapina P.A.

This paper presents an asymptotic method application in the problem of identification of the
rectilinear small sized crack in the viscoelastic layer. Formulas for calculation of the wave field in
the layer based on the boundary integral equations method and its discrete version (i.e. method
of boundary elements) and also asymptotic formulas for amplitudes of oscillations are obtained.
The paper proposes an identification method of the crack parameters via set amplitudes of
displacements on a part of the upper border. The computing experiments conducted on the
reconstruction model made it possible to determine borders of applicability of the proposed
method.
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Введение

В настоящее время достаточно подробно
исследованы задачи расчета волновых полей,
а также задачи идентификации внутренних
канонических дефектов, расположенных на
стыке областей, вертикальных или горизон-
тальных трещин в слое или полупростран-
стве. Задачи о построении полей смещений
в конечных телах с внутренними трещино-
подобными дефектами произвольной конфи-
гурации основаны либо на конечноэлемент-
ных либо на граничноэлементных технологи-
ях. Задачи идентификации таких дефектов
менее изучены, при этом в большинстве ра-
бот решение таких задач получено с помо-
щью минимизации функционала невязки [1].
Увеличение количества определяющих тре-
щину параметров ведет к увеличению раз-
мерности пространства поиска, однако даже
оценочная информация о параметрах трещи-
ны может значительно упростить процедуру
ее идентификации.

Следует отметить, что в подавляю-
щем большинстве исследований, посвящен-

ных идентификации трещин, рассматрива-
ются упругие тела. Ряд конструкционных
материалов обладает более сложными меха-
ническими свойствами по сравнению с мо-
делью изотропного упругого тела, например,
анизотропией и реологией, которые в значи-
тельной степени усложняют процедуру ре-
конструкции [2–5]. Подход, развиваемый в
данной работе применительно к идентифи-
кации дефекта в вязкоупругой ортотропной
слоистой среде, актуален для исследования
композиционных материалов, в которых тре-
щины являются характерными дефектами.

В работе развит асимптотический метод
расчета волновых полей для трещины мало-
го относительного размера, расположенной
в вязкоупругом ортотропном слое, что зна-
чительно упрощает процедуру решения как
прямой, так и обратной задачи.

1. Постановка задачи

Рассмотрим задачу идентификации внут-
ренней трещины малого размера в ортотроп-
ном вязкоупругом слое по заданным полям
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смещений на части верхней границы в слу-
чае антиплоских колебаний.

Будем рассматривать установившиеся
сдвиговые колебания слоя толщины h, за-
нимающего в пространстве область V , ниж-
няя грань S1 которого жестко защемлена, а
верхняя S2 свободна от напряжений за ис-
ключением области приложения нагрузки
S20 ⊂ S2. В слое находится внутренняя тун-
нельная трещина, ось которой совпадает с
осью x2. В этом случае ненулевой компонен-
той вектора перемещений является компо-
нента u2 = u2(x1, x3).

Трещина представлена как математиче-
ский разрез в области V с берегами S±0 , на ко-
торых компонента поля перемещений терпит
разрыв: χ2 = u2|S+

0
− u2|S−

0
. Действие трещи-

ны на основе теории дислокаций [6] заменя-
ется действием фиктивной массовой силы с
носителем на трещине, зависящей от функ-
ции раскрытия трещины. Считаем, что бере-
га трещины не взаимодействуют друг с дру-
гом во время колебаний и свободны от напря-
жений.

Вязкоупругие свойства учтены на осно-
ве принципа соответствия в рамках концеп-
ции комплексных модулей [7]. В случае ста-
ционарных гармонических колебаний такой
подход позволяет получить решение задачи
о колебаниях вязкоупругих тел путем реше-
ния соответствующей упругой задачи, если
упругие константы материала заменить ком-
плексными модулями, представляющими со-
бой комплексные функции частоты колеба-
ний.

Для установившегося режима колеба-
ний будем считать, что нагрузка имеет
вид p2(x, t) = p2(x)e

−iωt, где ω — кру-
говая частота колебаний, компонента век-
тора перемещений отыскивается в виде
u2(x, t) = u2(x)e

−iωt. В рамках концепции
комплексных модулей после отделения вре-
менного множителя краевая задача прини-
мает вид:

σ2j,j + ρω2u2 + f2 = 0, j = 1, 3, (1.1)

σ21 = C∗2121(iω)u2,1,

σ23 = C∗2323(iω)u2,3,
(1.2)

u2|S1
= 0;

σ23|S20
= p2; σ23|S2\S20

= 0,
(1.3)

σ2jn
±
j

∣∣∣
S±
0

= 0, j = 1, 3. (1.4)

где ρ — плотность среды, σij — компоненты
тензора напряжений, удовлетворяющие зако-
ну Гука в вязкоупругом случае, C∗ijkl(iω) —

компоненты тензора комплексных модулей,
n±j — компоненты единичных векторов внеш-
них нормалей к поверхностям S±0 .

Фиктивная массовая сила имеет следую-
щий вид:

f2 = −[C∗2121(iω)n+1 χ2,1δ(ζ)+

+ C∗2323(iω)n
+
3 χ2,3δ(ζ)],

где δ(ζ) — дельта-функция Дирака, а ζ — ко-
ордината, отсчитываемая по нормали к по-
верхности S+

0 .
Задача идентификации трещины в слое

состоит в определении ее местоположения и
геометрии по полям перемещений, измерен-
ным на части верхней границы слоя S21 ⊂ S2

u2(x) = g(x), x ∈ S21. (1.5)

2. Модель динамического поведения
вязкоупругих тел

Удобным математическим аппаратом
описания вязкоупругих свойств в условиях
малых деформаций являются линейные диф-
ференциальные операторы с постоянными
коэффициентами (линейные дифференци-
альные модели). В теории систем уравнение
динамического поведения какого-либо кон-
кретного объекта исследования для неболь-
шого интервала времен (в один десятичный
порядок) моделируется дифференциальным
оператором первого порядка. Соотношение
вида Enε̇+Hε = nσ̇+σ описывает так назы-
ваемую модель стандартного вязкоупругого
тела с длительным модулем H, мгновенным
модулем E (E > H) и временем релаксации
n [7].

Для этого соотношения комплексный мо-
дуль имеет вид

C∗(iω) =
−Eniω +H

−niω + 1
.

Такая форма используется для описания
комплексных модулей упругости при растя-
жении, сдвиге, объемном деформировании. В
области больших и малых частот вязкоупру-
гий материал ведет себя почти как упругий,
поскольку

lim
ω→0

C∗(iω) = H, lim
ω→∞

C∗(iω) = E.

Вещественная часть комплексного модуля
монотонно возрастает, а мнимая — имеет экс-
тремум при ω = 1/n. Поскольку мнимая
часть характеризует затухание в среде, это
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а) б)

в) г)

Рис. 1. а) E = 1,2 · 109 Па, H = 1,0 · 109, n = 0,00025 с; б) E = 1,2 · 109 Па, H = 1,0 · 109, n = 0,001 с;
в) E = 1,01 · 109 Па, H = 1,0 · 109, n = 0,00025 с; г) E = 1,01 · 109 Па, H = 1,0 · 109, n = 0,001 с

означает, что на частотах, близких по вели-
чине к значению n−1, затухание колебаний
наиболее значительно.

Для численного анализа рассмотрен мо-
дельный изотропный вязкоупругий матери-
ал, со следующими свойствами: модуль Юн-
га задается комплексным модулем, коэф-
фициент Пуассона считается вещественной
константой ν = 0,3, плотность материала
ρ = 1200 кг/м3, толщина слоя h = 1 м.

Расчеты проводились для нескольких ти-
пов материалов: вязкоупругий материал с
малым затуханием (примерно 0,5%), вязко-
упругий материал с затуханием (примерно
10%), упругий материал. На рис. 1 приведе-
ны обезразмеренные комплексные модули и
тангенсы углов потерь для разных характе-
ристик вязкоупругих материалов.

3. Решение прямой задачи

В [8] представлен способ решения пря-
мой задачи для вязкоупругого слоя с трещи-
ной произвольного размера, использующий
метод граничных интегральных уравнений.
Интегральные представления для волновых
полей в слое построены на основе функций
Грина для слоя и формул Сомильяны [9].

В случае сосредоточенной нагрузки, при-
ложенной на верхней границе слоя в точ-
ке с горизонтальной координатой «−L»
(p2(x1) = p2δ(x1+L)) поле имеет следующий
вид

u2(ξ) = uэт
2 (ξ) +

∫
S+
0

k(x, ξ)χ2(x)dSx, (3.1)

ξ ∈ V,
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uэт
2 (ξ) =

p2
2πC∗2323(iω)

×

×
+∞∫
−∞

sh(λξ3)

λ ch(λh)
e−iα1(ξ1+L1)dα1, (3.2)

где uэт
2 (ξ) — эталонное поле, то есть поле

в среде без дефекта от действия заданной
нагрузки, а интегральное слагаемое — отра-
женное поле, то есть поле, создаваемое де-
фектом.

Здесь

k(x, ξ) =
1

4π

∞∫
−∞

e−iα1(ξ1−x1)[
g1
λ
e−λ|ξ3−x3|+

+(g3e
−λ(h−x3) sh(λξ3)−g2e−λx3 ch(λ(h−ξ3)))×

× λ ch(λh)−1]dα1,

g1 = iν∗α1n
+
1 + n+3 λ sign(ξ3 − x3),

g2 = iν∗α1n
+
1 − n

+
3 λ, g3 = iν∗α1n

+
1 + n+3 λ,

k2 =
ρω2

C∗2323(iω)
, λ2 = α2

1 − k2,

Re(λ) > 0, ν∗ =
C∗1212(iω)

C∗2323(iω)
.

Для нахождения неизвестной функции
раскрытия трещины формулируется ГИУ.
Устремляя в (3.1) точку ξ к точке на трещине
ξ → y ∈ S+

0 и учитывая условия отсутствия
напряжений на трещине (1.4), имеем∫
S+
0

K(x, y)χ2(x)dSx = F (y), y ∈ S+
0 . (3.3)

Отметим, что K(x, y) является интеграль-
ным оператором, ядро которого содержит ги-
персингулярную особенность и соответству-
ющий интеграл понимается в смысле конеч-
ного значения по Адамару.

4. Асимптотический подход

В [10] представлен асимптотический ме-
тод определения параметров трещины в
упругом случае. Ниже на основе принципа
соответствия решается аналогичная вязко-
упругая задача, имеющая свою специфику.

При исследовании задачи о колебаниях
слоя толщины h с трещиной характерной
длины l введем два безразмерных парамет-
ра ε1 = l/h, ε2 = ωh/c (c — характерная

скорость волн в среде). В области изменения
параметра ε1 � 1 (случай трещин малых от-
носительных размеров) возможно значитель-
ное упрощение процедуры решения как пря-
мой, так и обратной задачи.

Исследование дисперсионного множества
позволяет получить информацию о харак-
тере распространяющихся волн в слое [11].
Проанализируем знаменатель в представле-
нии (3.2). Уравнение ch(λh) = 0 имеет ана-
литическое решение

αm = ±βm,

βm =

√
k2 − (β0m)

2

√
iν∗ω

, m = 1, 2, . . .,

Imβm > 0, β0m =
π

h

(
m− 1

2

)
.

Таким образом, в упругом случае при
фиксированной частоте решение дисперсион-
ного уравнения дает конечное число веще-
ственных корней и счетное множество чи-
сто мнимых. Вещественным корням соответ-
ствуют бегущие волны, а мнимым — неод-
нородные с экспоненциально затухающей ам-
плитудой, причем бегущие волны существу-
ют только в области изменения параметра
ε2 > ε∗, где ε∗ характеризует критическую
частоту. На рис. 2 представлено дисперсион-
ное множество в упругом случае.

В вязкоупругом случае корни дисперси-
онного уравнения смещаются в комплексную
плоскость и каждая волна является зату-
хающей. Однако в вязкоупругой среде на-
блюдаются волны, амплитуды которых сла-
бо затухают (соответствуют бегущим волнам
в упругом случае), и волны, амплитуды ко-
торых убывают очень быстро (их вклад в
волновое поле незначителен, так же как и
экспоненциально затухающих в упругом слу-
чае). Значение аналог критической частоты
(т.е. значение частоты, до которой все волны
являются неоднородными) нельзя получить
аналитически, а только численно из анализа
поведения дисперсионных кривых.

На рис. 3 представлены дисперсионные
множества для различных вязкоупругих ма-
териалов. Отметим поведение дисперсион-
ных кривых при больших частотах. Так, в
случае приведенной выше модели вязкоупру-
гого изотропного материала

αm =

√
2(1 + ν)ρ

E

(
ω + i

1

2

E −H
En

)
,

ω →∞, m = 1, 2, . . . .
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Рис. 2. Упругий материал с модулем упругости, равным H = 1,0 · 109 Па

а) б)

Рис. 3. а) E = 1,01 · 109 Па, H = 1,0 · 109, n = 0,001 с; б) E = 1,01 · 109 Па, H = 1,0 · 109, n = 0,001 с

Это означает, что вещественная часть рас-
тет пропорционально частоте колебаний, а
мнимая часть каждой дисперсионной кри-
вой стремится к постоянной величине, значе-
ние которой зависит от характеристик вязко-
упругого материала.

Введем параметры прямолинейной тре-
щины следующим образом: трещина имеет
длину 2l0, составляет с положительным на-
правлением оси x1 угол θ, центр трещины
расположен на расстоянии d0 от нижней гра-
ницы слоя и на расстоянии L от точки при-
ложения нагрузки до вертикальной прямой,
проходящей через центр трещины.

Исследуя асимптотику ядра и правой ча-
сти ГИУ в предположении малости линей-
ного размера дефекта, отметим, что глав-
ный член разложения порождает гиперсин-

гулярное интегральное уравнение с постоян-
ной правой частью

1∫
−1

χ∗(t)

(t− τ)2
dt = q0, τ ∈ [−1, 1], (4.1)

χ∗(t) = l−10 χ(x(t)),

q0 = −
2πp0

h
√
iν∗ω

F0(θ, d0, L),

p0 =
p2

iC∗2323ω
,

F0(L, d0, θ) =

=
N∑
n=1

(−1)n+1[γ1n(d0, θ) + iγ2n(d0, θ)]e
iβnL,
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γ1n(d0, θ) = − sin θ sin(β0nd0),

γ2n(d0, θ) = −rn cos θ cos(β0nd0),

rn =
β0

n

iν∗ωβn
.

Интегральное уравнение (4.1) имеет следую-
щее аналитическое решение в классе ограни-
ченных функций [12] и [13]:

χ∗(t) =
√
1− t2W0, W0 = −q0/π. (4.2)

Отметим, что W0 =W0(θ, d0, L).
Определив таким образом функцию рас-

крытия, вычислим волновое поле в любой
точке слоя. Так для поля перемещений на
верхней границе в дальней зоне справа от де-
фекта (x1 > 0) имеем представление

u2(x1, h) = uэт
2 (x1, h) +

+∞∑
n=1

Ane
iβnx1 , (4.3)

An = −(−1)n+1 π

2h
l20W0(θ, d0, L)×

× [γ1n(d0, θ)− iγ2n(d0, θ)], (4.4)

которое можно записать в виде

u2(x1, h) =

= uэт
2 (x1, h) +

N∑
n=1

A0
ne
− Im(βn)x1 , (4.5)

где N – количество неоднородных волн, а
A0
n = Ane

iRe(βn)x1 — их затухающие ампли-
туды. Начиная с номера N + 1, функции
e− Im(βn)x1 очень быстро затухают и соответ-
ствующие слагаемые дают незначительный
вклад в поле перемещений.

Будем считать, что положение точек съе-
ма данных известно, тогда, зная амплитуды
A0
n, можно вычислить и значения An (в упру-

гом случае A0
n = An). Далее An будем также

называть амплитудами.
Нетрудно установить, что характерной

особенностью величины An является пропор-
циональность квадрату длины трещины при
любом количестве волн в слое. An представ-
ляет собой квадратичную форму относитель-
но sin θ и cos θ

An = R∗nl
2
0[a11n(d0, L) sin

2 θ+

+2a12n(d0, L) sin θ cos θ+ a22n(d0, L) cos
2 θ].

Коэффициенты в этих представлениях для
случаев одной и двух волн в слое имеют сле-
дующий вид:

если N = 1,

R∗1 = − π

h2
√
ν
p0,

a111(d0, L) = sin2
( π
2h
d0

)
eiβ1L,

a121(d0, L) = 0,

a221(d0, L) =

(
π

2hνβ1

)2

cos2
( π
2h
d0

)
eiβ1L,

если N = 2,

R∗1 = − π

h2
√
ν
p0, R∗2 =

π

h2
√
ν
p0,

a111(d0, L) = sin
( π
2h
d0

)
×

×
(
sin
( π
2h
d0

)
eiβ1L − sin

(
3π

2h
d0

)
eiβ2L

)
,

a121(d0, L) =

= i

(
π

2hνβ1
cos
( π
2h
d0

)
sin

(
3π

2h
d0

)
−

− 3π

2hνβ2
sin
( π
2h
d0

)
cos

(
3π

2h
d0

))
eiβ2L,

a221(d0, L) =
1

β1
cos
( π
2h
d0

)( π

2hν

)2
×

×
(

1

β1
cos
( π
2h
d0

)
eiβ1L − 3

β2
cos

(
3π

2h
d0

)
eiβ2L

)
,

a112(d0, L) = sin

(
3π

2h
d0

)
×

×
(
sin
( π
2h
d0

)
eiβ1L − sin

(
3π

2h
d0

)
eiβ2L

)
,

a122(d0, L) =

= i

(
π

2hνβ1
cos
( π
2h
d0

)
sin

(
3π

2h
d0

)
−

− 3π

2hνβ2
sin
( π
2h
d0

)
cos

(
3π

2h
d0

))
eiβ1L,
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a222(d0, L) =
3

β2
cos
( π
2h
d0

)( π

2hν

)2
×

×

(
1

β1
cos
( π
2h
d0

)
eiβ1L−

− 3

β2
cos

(
3π

2h
d0

)
eiβ2L

)
.

Решение задачи восстановления параметров
трещины l0, d0, θ, L строится на основе до-
полнительной информации (1.5) при помощи
решения прямой задачи. В качестве допол-
нительной информации заданы амплитуды
первых двух волн поля перемещения верх-
ней границы на частоте ω1: A∗1(ω1),A∗2(ω1). На
основании выражений для амплитуд удает-
ся поэтапно определять искомые параметры
трещины.

На первом этапе находится параметр d0
из отношения амплитуд первой и второй
волн, обозначаемой как

µ1 + iµ2 = −
A∗1(ω1)

A∗2(ω1)
.

Подставляя выражения для амплитуд, полу-
чаем однородную систему двух уравнений,
линейную относительно sin θ, cos θ:{

c11(d0) sin θ + c12(d0) cos θ = 0,
c21(d0) sin θ + c22(d0) cos θ = 0,

c11(d0) = − sin
( π
2h
d0

)
+ µ1 sin

(
3π

2h
d0

)
,

c12(d0) = − Im(r1) cos
( π
2h
d0

)
+

+ µ1 Im(r2) cos

(
3π

2h
d0

)
+

+ µ2Re(r2) cos

(
3π

2h
d0

)
,

c21(d0) = µ2 sin

(
3π

2h
d0

)
,

c22(d0) = Re(r1) cos
( π
2h
d0

)
−

− µ1Re(r2) cos
(
3π

2h
d0

)
+

+ µ2 Im(r2) cos

(
3π

2h
d0

)
.

В отличие от упругого случая, в котором
параметры rn являются вещественными чис-
лами в рассматриваемом диапазоне частот
(т.е. где имеется две бегущие волны), в вяз-
коупругом случае эти параметры являются
комплексными при любых частотах.

Из условия совместности системы по-
лучим квадратное уравнение относительно
cos
(
π
hd0
)
с вещественными коэффициентами

4a cos2
(π
h
d0

)
−2b cos

(π
h
d0

)
+c−a = 0, (4.6)

где
a = (µ21 + µ22)Re(r2),

b = µ1Re(r1) + µ1Re(r2)−
− µ2 Im(r2) + µ2 Im(r1),

c = Re(r1)− µ1Re(r1) + µ1Re(r2)−
− µ2 Im(r2)− µ2 Im(r1).

Для нахождения d0 имеется несколько
возможных вариантов. Если выполняется
условие (3a+ c)2 − 4b2 < 0, существует един-
ственное решение. Если же указанное усло-
вие не выполняется, то возможно наличие
двух решений. В этом случае необходимо рас-
смотреть другую частоту ω2, проделать ана-
логичные вычисления и выбрать общее реше-
ние.

На втором этапе определяется угол на-
клона трещины θ, 0 6 θ < π. На основе най-
денного значения d0 угол наклона трещины
можно определить из уравнения

tgθ = −
c12
(
π
hd0
)

c11
(
π
hd0
) . (4.7)

На третьем этапе определяется рассто-
яние L. Величина L входит в выражение
для W0, и для определения этого парамет-
ра необходимо произвести два измерения ам-
плитуд при разном положении источника.
В первом случае нагрузка прикладывается
на расстоянии L1 от оси трещины (соответ-
ствующие амплитуды обозначим как A∗1(L1),
A∗2(L1)). Во втором случае — на расстоянии
L2 от оси трещины (соответствующие ампли-
туды — A∗1(L2), A∗2(L2)). При этом указанные
расстояния отличаются друг от друга на из-
вестную величину L0: L2 = L1 − L0.
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а) б)

Рис. 4. а) E = 1,2 · 109 Па, H = 1,0 · 109, n = 0,00025 с; б) Упругий материал с модулем упругости,
равным H = 1,0 · 109

Найдя отношение A∗
1(L1)

A∗
1(L2)

, получим урав-
нение для определения L1

ei(β1−β2)L1 =
γ12 + iγ22
γ11 + iγ21

×

× A∗1(L1)e
−iβ2L0 −A∗1(L2)

A∗1(L1)e−iβ1L0 −A∗1(L2)
. (4.8)

Для однозначного определения L1 необходи-
мо знать амплитуды при другой частоте.

На последнем этапе происходит определе-
ние длины трещины l0, например, из одного
из выражений для амплитуд

l20 = −A∗1(ω1)

(
π

2h
W0(θ, d0, L)[γ11(d0, θ)−

− iγ21(d0, θ)]
)−1

. (4.9)

5. Численные результаты

Проведен ряд вычислительных экспери-
ментов. На рис. 4 представлены относи-
тельные погрешности восстановления па-
раметров трещины при точных данных
l0 ∈ [0,005h , 0,05h], d0 = 0,3h, θ = 30◦,
L = 2h для разных материалов в зависимо-
сти от разных полудлин трещины.

Как и следовало ожидать, с увеличением
длины трещины относительные погрешности
определения параметров трещины увеличи-
ваются. При l0 6 0, 05h погрешности опреде-
ления параметров трещины составляют ме-

нее 10%. Вязкоупругие свойства не оказы-
вает существенного влияния на погрешности
восстановления параметров.

Результаты свидетельствует о достаточ-
но устойчивой процедуре идентификации па-
раметров трещины. Предложенный в рабо-
те асимптотический подход позволяет опре-
делять параметры прямолинейной трещины,
длина которой составляет не более 10% от
толщины слоя.
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