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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТУРБУЛЕНТНОГО
СПИРАЛЬНОГО ТЕЧЕНИЯ В КОЛЬЦЕВОМ КОНФУЗОРЕ
Ерофеев И.В.1, Иванов А.В.2, Коржов Е.Н.3, Шашкин А.И.4

MATHEMATICAL MODELING OF THE TURBULENT SPIRAL FLOW IN THE ANNULAR CONFUSOR
Erofeev I. V., Ivanov A.V., Korzhov E. N., Shashkin A. I.

The turbulent spiral flow in a narrow-gap annular confusor formed by the cylindric and
taper surfaces under influence of pressure difference during rotation of the inner cylinder is
studied. On the basis of the suggested mathematical model some regularities of the flow are
found.
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Создание новых турбонасосных агрегатов
(ТНА) является весьма актуальной пробле-
мой, необходимость решения которой обу-
словлена ростом требований к их техниче-
ским характеристикам. Работоспособность,
ресурс, надежность и экологичность ТНА
в значительной степени зависят от совер-
шенства уплотнительных устройств. Одним
из наиболее эффективных бесконтактных
уплотнений роторов ТНА является уплот-
нение с плавающими кольцами [1]. Несмот-
ря на кажущуюся внешнюю простоту кон-
струкции, механизм работы уплотнительно-
го узла с плавающим кольцом изучен недо-
статочно. При движении жидких и газооб-
разных сред в таких конструкциях с боль-
шим перепадом давления происходит дефор-
мация кольцевых уплотнителей, вследствие
чего возникает необычная конфигурация —
короткий щелевой канал, образованный ци-
линдрической и конической поверхностями.
Гидродинамика такого рода систем ранее не
исследовалась. В этой связи представляется
актуальным изучение основных закономер-
ностей и особенностей течения жидких и га-
зообразных сред в тонких щелевых прослой-
ках, образованных конусом и цилиндром, с

помощью методов математического модели-
рования.

Целью данной работы является изучение
при помощи математического моделирова-
ния основных закономерностей спирального
турбулентного течения в кольцевом конфу-
зоре, образованном цилиндрической и кони-
ческой поверхностями, под действием пере-
пада давления, когда цилиндр вращается, а
поверхность конуса неподвижна.

Рассматривается турбулентный режим
течения вязкой несжимаемой жидкости в
кольцевом канале, образованном цилиндри-
ческой и конической поверхностями. Течение
происходит под действием перепада давле-
ния при наличии вращения внутреннего ци-
линдра. Исследование ограничивается квази-
стационарным случаем, когда цилиндр и ко-
нус являются соосными.

В основе большинства существующих
описаний турбулентного потока лежат пред-
ставление Рейнольдса о том, что вектор ско-
рости и давление в турбулизованной среде
можно представить в виде суммы двух соот-
ветствующих величин — осредненной по вре-
мени и пульсационной составляющей

u = v + v′, p = p̄+ p′, (1)
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где u, р — вектор скорости и давление в тур-
булизованной среде, а v, p̄ — их осредненные
по времени величины

v (X, t) = 1
T

t+T
2∫

t−T
2

u (X, τ) dτ,

p̄ (X, t) = 1
T

t+T
2∫

t−T
2

p (X, τ) dτ,

(2)

где T — постоянный период осреднения;
X = {x1, x2, x3} — совокупность простран-
ственных координат; v′, p′ — пульсационные
составляющие скорости и давления в турбу-
лентном потоке.

С учетом выражений (1)–(2) уравне-
ния, описывающие поведение изотермическо-
го турбулентного потока, в общем случае
движения однородной несжимаемой среды
могут быть представлены следующей систе-
мой уравнений, называемой стандартной k−ε
моделью турбулентности [2–6]:

∂ρ

∂t
+ ρ∇v = 0, (3)

ρ
∂v

∂t
+ ρ∇(vv) = ∇P + ρF, (4)

ρ
∂k

∂t
+ ρ∇(kv) = ∇

(
µeff
σk
∇k
)

+G− ρε, (5)

ρ
∂ε

∂t
+ ρ∇(εv) =

= ∇
(
µeff
σε
∇ε
)

+
ε

k
(C1G− C2ρε) . (6)

Здесь

P = −pI + λ divv + 2µeffE (7)

— тензор полных напряжений турбулизиро-
ванного потока; p — плотность жидкости;
F — вектор плотности массовых сил; k —
кинетическая энергия турбулентных пуль-
саций единицы массы среды (здесь и да-
лее по повторяющимся индексам выполняет-
ся суммирование); ε — скорость диссипации
кинетической энергии турбулентных пульса-
ций; I — единичный тензор; p — давление;
E = 1

2

[
∇v + (∇v)T

]
— тензор скоростей де-

формаций, вычисленный через осредненные

компоненты вектора скорости v; λ — пара-
метр Ламе; µeff — эффективный коэффи-
циент турбулентной вязкости, который пред-
ставляется

µeff = µ+ µt, (8)

где µ — коэффициент «молекулярной вяз-
кости» турбулизованной среды; µt — коэф-
фициент турбулентной вязкости или «моляр-
ная» вязкость турбулентного потока, пред-
ставляемый в соответствии с формулой
Прандтля–Колмогорова [3]

µt = Cµρ
k2

ε
; (9)

G — диссипативная функция турбулентного
потока, которая определяется через обычные
сдвиговые компоненты тензора напряжений
P и осредненную скорость v:

G = P · (∇v) ; (10)

C1 = 1, 44, C2 = 1, 92, Cµ = 0, 09,

σk = 1, 0, σε = 1, 3
(11)

— численные значения араметров k − ε мо-
дели, которые вычисляются на основе сопо-
ставления расчетов с результатами экспери-
мента, то есть эмпирически.

Считая, что плотностью массовых сил
можно пренебречь и что течение носит осе-
симметричный характер, запишем уравнения
в цилиндрической системе координат

1

r

∂

∂r
(rvr) +

∂

∂z
(vz) = 0, (12)

1

r
ρ
∂

∂r
(rv2

r ) + ρ
∂

∂z
(vrvz)−

ρv2
φ

r
=

= −∂p
∂r

+
2

r

∂

∂r

(
µeffr

∂vr
∂

)
− 2µeff
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r2

+

+
∂

∂z
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(
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+
∂vr
∂z

)]
, (13)

1

r
ρ
∂

∂r
(rvφvr) + ρ

∂

∂z
(vφvz) +

ρvφvr
r

=

=
1

r

∂

∂r

(
µeffr

∂vφ
∂r

)
− µeff

vφ
r2

+

+
∂

∂z

[
µeff

(
∂vφ
∂z

)]
, (14)
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1

r
ρ
∂

∂r
(rvrvz) + ρ

∂

∂z
(v2
z) = −∂p

∂z
+

+
1

r

∂

∂r

[
µeffr

(
∂vz
∂r

+
∂vr
∂z

)]
+

+ 2
∂

∂z

(
µeff

∂vz
∂z

)
, (15)

1

r
ρ
∂

∂r
(rvrk) + ρ

∂

∂z
(vzk) =

1

r

∂

∂r
(r
µeff
σk

∂k

∂r
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+
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(
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σk

∂k

∂z

)
+G− ρε, (16)

1

r
ρ
∂

∂r
(rvrε)+ρ

∂

∂z
(vzε) =

1
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µeff
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∂ε

∂r

)
+

+
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(
µeff
σε

∂ε

∂z

)
+
ε

k
(С1G− С2ρε), (17)

G = 2µt

[(
∂vr
∂r

)2

+
(vr
r

)2
+

(
∂vz
∂z

)2

+

+
1

2

(
∂vφ
∂r
−
vφ
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)2

+

+
1

2

(
∂vr
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+
∂vz
∂r

)2

+
1

2

(
∂vφ
∂z
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]
,

где r, z — координаты цилиндрической си-
стемы отсчета, начало которой находится на
общей оси цилиндра и конуса и направление
её оси z совпадает с направлением движения
жидкости; vr, vz — радиальная и осевая со-
ставляющие её вектора скорости.

Граничные условия задаются в следую-
щем виде. На входе в канал задано однород-
ное распределение скорости, для кинетиче-
ской энергии турбулентных пульсаций и ско-
рости её диссипации условие интенсивности
пульсационных составляющих [5]

z = 0, r1 6 r 6 r2 :

vr(r, 0) = vφ(r, 0) = 0, (18)

vz(r, 0) = v0
z , k(r, 0) = k0,

ε(r, 0) = ε0,

где величины k0 и ε0 определяются при за-
данной интенсивности турбулентности пото-
ка I и длины пути перемешивания ln Прандт-
ля в соответствии с выражениями [7]

k0 =
3

2
(vI)2 , ε0 = C

3
4
µ
k0 3

2

ln
. (19)

На твердых поверхностях предполагается
выполнение условия прилипания: на кониче-
ской поверхности r = r2+z tgα все компонен-
ты вектора скорости обращаются в ноль, на
цилиндрической поверхности r = r1 осевая и
радиальная скорости обращаются в ноль, ки-
нетическая энергия турбулентных пульсаций
обращается в ноль на обеих поверхностях, од-
нако скорость ее диссипации отлична от ну-
ля [8]

r = r1, z > 0 : vr(r1, z) = 0,

vφ(r1, z) = r1ω0, (20)

vz(r1, z) = 0, k(r1, z) = 0, ε(r1, z) = εΓ;

r = r2 − z tgα,

z > 0 : vr(r2 − z tgα, z) = 0,
(21)

vφ(r2 − z tgα, z) = 0,

vz(r2 − z tgα, z) = 0,

k(r2 − z tgα, z) = 0,

ε(r2 − z tgα, z) = εΓ.

На выходе из канала задается распределение
давления, соответствующее постоянной вели-
чине, равное давлению в окружающей среде,
а также условие сохранения массы жидкости

z = l, r1 6 r 6 r2 : p (r, l) = p0,

2πρ

r2−l tgα∫
r1

vz (r, l) dr = Q. (22)

В рассмотрение вводятся характерные вели-
чины для зависимых и независимых пере-
менных: r2 − r1 — величина зазора между
цилиндром и конусом на входе в канал, яв-
ляющаяся масштабом для радиальной коор-
динаты; l — длина канала, являющаяся мас-
штабом для осевой координаты; v̄z — средняя
скорость течения вдоль оси канала, опреде-
ляемая через заданную величину массового
расхода и площадь зазора между поверхно-
стями, образующими этот канал, на входе в
него v̄z = Q

πρ(r22−r21)
; ρv̄2

z — величина гидроди-
намического напора в канале, используемая
в качестве характерной величины для давле-
ния; k0 — кинетическая энергия турбулент-
ных пульсаций на входе в канал; ε0 — ско-
рость диссипации кинетической энергии тур-
булентных пульсаций на входе в канал.
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Приведение переменных к безразмерному
виду можно осуществить согласно преобра-
зованиям:

R =
r

r2 − r1
, Z =

z

l
,

VR =
vr
v∗
, Vφ =

vφ
r1ω0

,

VZ =
vz
v̄z
, P =

p

ρv̄2
z

,

K =
k

k0
, E =

ε

ε0
,

(23)

где v∗ определяется, исходя из уравнения
неразрывности (3)

v∗ =
(r2 − r1) v̄z

l
.

После подстановки (22) в уравнения (12)–
(16) и в граничные условия (17)–(21) полу-
чается краевая задача следующего вида:

∂VR
∂R

+
1

R
VR +

∂VZ
∂Z

= 0, (24)

1

R

∂

∂R

(
RV 2

R

)
+

∂

∂Z
(VRVZ)− Ta

Re

V 2
φ

δ2
=

= − 1

δ2

∂P

∂R
+

1

δ

(
2

R

∂

∂R

[
R

Re
A
∂VR
∂R

]
− 2A

Re

VR
R2

+

+
∂

∂Z

[
A

Re

(
∂VZ
∂R

+ δ2∂VR
∂Z

)])
, (25)

1

R

∂

∂R
(RVRVφ) +

∂

∂Z
(VφVz) +

VRVφ
R

=

=
1

δ

(
1

R

∂

∂R

[
R

Re
A
∂Vφ
∂R

]
−

− A

Re

Vφ
R2

+
∂

∂Z

[
A

Re

∂Vφ
∂Z

])
, (26)

1

R

∂

∂R
(RVRVZ) +

∂

∂Z

(
V 2
Z

)
=

= −∂P
∂Z

+
1

Rδ

∂

∂R

[
R

Re
A

(
∂VZ
∂R

+ δ2∂VR
∂Z

)]
+

+ 2δ
∂

∂Z

(
A

Re

∂VZ
∂Z

)
, (27)

1

R

∂

∂R
(RVRK) +

∂

∂Z
(VZK) =

=
1

σkRδ

∂

∂R

[
R

Re
A
∂K

∂R

]
+

δ

σk

∂

∂Z

(
A

Re

∂K

∂Z

)
−

− E

H
+ 2CµH

K2

E

[(
∂VR
∂R

)2

+

(
VR
R

)2

+

+

(
∂VZ
∂Z

)2

+
1

2

(
δ
∂VR
∂Z

+
1

δ

∂VZ
∂R

)2
]
, (28)

1

R

∂

∂R
(RVRE) +

∂

∂Z
(VZE) =

=
1

σεRδ

∂

∂R

[
R

Re
A
∂E

∂R

]
+

δ

σε

∂

∂Z

(
A

Re

∂E

∂z

)
−

−С2
1

H

E2

K
+2CµС1HK

[(
∂VR
∂R

)2

+

(
VR
R

)2

+

+

(
∂VZ
∂Z

)2

+
1

2

(
δ
∂VR
∂Z

+
1

δ

∂VZ
∂R

)2
]
, (29)

где введены следующие безразмерные пара-
метры модели:

δ =
r2 − r1

l
, η =

r1

r2
,

Re =
v̄z (r2 − r1)

ν
,

H =
k0v̄z
ε0l

, U =
k2

0

νε0
,

Ta =
r1 (r2 − r1)ω0

ν
.

(30)

Граничные условия в безразмерном виде
запишутся следующим образом:

R =
η

1− η
: VR(0, Z) = 0,

VZ(0, Z) = 0, Vφ(0, Z) = 1,

K(0, Z) = 0, E(0, Z) =
εΓ

ε0
, (31)

R =
1

1− η
− tgα

δ
:

VR

(
1

1− η
− Z tgα

δ
, Z

)
= 0, (32)

VZ

(
1

1− η
− Z tgα

δ
, Z

)
= 0,

Vφ

(
1

1− η
− Z tgα

δ
, Z

)
= 0,
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Рис. 1. Вид сетки 10× 900× 50

K

(
1

1− η
− tgα

δ
, Z

)
= 0,

E

(
1

1− η
− tgα

δ
, Z

)
=
εΓ

ε0
,

Z = 0 : VR(R, 0) = 0,

Vφ(R, 0) = 0,

VZ(R, 0) = 1,K(R, 0) = 1,

E(R, 0) = 1,

(33)

Z = 1 : P (R, 1) = P0, (34)

1
1−η−

tgα
δ∫

η
1−η

VZ (R, 1)dR =
1 + η

2(1− η)
.

Таким образом, рассматриваемая задача
характеризуется набором из семи безразмер-
ных параметров — шесть параметров, опре-
деляемые выражением (30), и углом конуса,
равным 2α.

Решение задачи (24)–(29), (31)–(34) вы-
полнялось с помощью конечноэлементного
пакета программ для различных значений
угла раскрытия конуса и массовых расходов.

Основные расчеты проводились на сетке
10 × 100 × 50 при 100 итерациях, где 10 —
это разбиение вдоль радиуса, 50 — разбие-
ние вдоль образующей и 100 — разбиение по
окружности. Для контроля точности резуль-
татов были также проведены расчеты на бо-
лее мелкой сетке с разбиением по окружно-
сти от 200 до 900 узлов и числом итераций
50–200 (рис. 1). Разница между значениями

перепада давления, коэффициента гидравли-
ческого сопротивления, максимального зна-
чения скорости, полученными на более мел-
ких сетках — 10×300×50 и 20×300×50 — и
результатами, полученными на основной сет-
ке, не превышает 7%. А увеличение числа
итераций от 100 до 200 для тех же характе-
ристик приводит к изменениям, не превыша-
ющим 1%.

На рис. 2 представлено распределение
осевой компоненты скорости и статического
давления в продольном и поперечном сечени-
ях. Из рисунка видно, что вдоль всего кана-
ла наблюдается увеличение скорости потока
и падение статического давление.

На рис. 3 представлены профили осе-
вой компоненты скорости в поперечном се-
чении на выходе из канала. Из рисунка вид-
но, что наличие вращения приводит к смеще-
нию максимума осевой компоненты скорости
к внешней стенке. Также видно, что даль-
нейшее увеличение числа Тейлора с 6 000 до
12 000 не имеет значительного влияния на
осевую компоненту скорости. При увеличе-
нии угла раскрытия конуса максимальное
значение осевой компоненты скорости моно-
тонно возрастает (рис. 3в, г).

На рис. 4 представлены графики измене-
ния перепада статического давления от ос-
новных параметров модели, полученные в
результате компьютерного эксперимента. Из
рисунка видно, что увеличение числа Рей-
нольдса приводит к возрастанию перепада
статического давления. Рост числа Тейлора
также приводит к возрастанию перепада ста-
тического давления, причем с ростом числа
Тейлора от 0 до 6 000 изменение перепада



Математическое моделирование турбулентного спирального течения в кольцевом конфузоре 35

а) б)

в) г)

Рис. 2. Поле скоростей и давлений в сечениях; Re=6 000, Ta=6 000, α = 3◦, η = 0, 95;
а) поле скоростей в выходном поперечном сечении; б) поле скоростей в продольном сечении;

в) поле статического давления в поперечном сечении; г) поле статического давления
в продольном сечении
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а) б)

в) г)

Рис. 3. Профили осевой компоненты скорости в поперечном сечении на выходе из канала: а)
Re=24 000α = 3◦, η = 0, 95; б) Ta=6 000α = 3◦, η = 0, 95; в) Re=6 000, Ta=6 000, η = 0, 95;

г) Re=6 000, Ta=0, η = 0, 95
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а) б)

в) г)

Рис. 4. Зависимость перепада статического давления от основных параметров модели: а) от числа
Рейнольдса, η = 0, 95, Ta=6 000; б) от числа Тейлора, η = 0, 95, Re=6 000; в) от угла раскрытия

конуса, η = 0, 95, Ta=6 000; г) от угла раскрытия конуса, η = 0, 95, Re=24 000
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а) б)

в) г)

Рис. 5. Зависимость коэффициента гидравлического сопротивления от основных параметров
модели: а) от числа Рейнольдса, η = 0, 95, Ta=6 000; б) от числа Тейлора, η = 0, 95, Re=6 000;

в) от угла раскрытия конуса, η = 0, 95, Ta=12 000; г) от угла раскрытия конуса, η = 0, 95, Re=24 000

давления более резкое, чем с изменением это-
го параметра от 6 000 до 12 000. С увеличени-
ем угла раскрытия конуса перепад статиче-
ского давления возрастает.

На рис. 5 показаны зависимости коэф-
фициента гидравлического сопротивления,
представляющего собой потери полного дав-
ления в канале, отнесенные к скоростному
напору во входном сечении (35), от основных
параметров модели, полученных в результа-
те компьютерного моделирования [9]

ζ =
∆p

ρv̄2
z

/
2
. (35)

Как видно из рис. 5, рост числа Рейнольд-
са приводит к падению коэффициента со-
противления для всех значений угла раскры-
тия конуса и чисел Тейлора. С ростом числа
Тейлора коэффициент сопротивления растет,

причем в диапазоне числа Тейлора от 0 до
6 000 возрастание коэффициента сопротивле-
ния более резкое, чем в диапазоне от 6 000 до
12 000. С увеличением угла раскрытия кону-
са коэффициент гидравлического сопротив-
ления также возрастает.

Таким образом, с помощью предложен-
ной математической модели проведены чис-
ленные исследования, в процессе которых
выявлено влияние угла раскрытия конуса,
числа Рейнольдса и числа Тейлора на основ-
ные характеристики турбулентного режима
спирального течения в кольцевом конфузоре,
образованном цилиндрической и конической
поверхностями.
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