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MOVEMENT OF THE FLAT STAMP ON THE ELASTIC SEMIPLANE
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The non-stationary dynamic contact problem about movement of a flat stamp with constant
speed on border of an elastic semiplane is considered. Its introduction along the stamp
movement in an elastic semiplane is carried out. The problem is reduced to the solution of
the two-dimensional integrated equation which two-dimensional kernel for each of the variables
depends on a difference of arguments on coordinate and time. The approximate solution of the
integrated equation is developed basing on the assumption that speed of the stap movement is
less than the Releja wave speed.
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1. Постановка задачи и ее
интегральное уравнение

Рассматривается нестационарная дина-
мическая контактная задача о движении
плоского штампа с постоянной скоростью V
по границе y = 0 упругой полуплоскости
(|x| < ∞, y > 0) в отрицательном направ-
лении оси Ox. Скорость движения штам-
па V < cR, где cR — скорость волны Ре-
лея. При движении штамп внедряется в по-
луплоскость, смещаясь параллельно оси Oy,
по закону y = ε(t). Силы терния и сцепле-
ния между основанием штампа и упругой по-
луплоскостью отсутствуют. Поверхность вне
области контакта штампа с упругой полу-
плоскостью свободна от напряжений. На бес-
конечности

(√
x2 + y2 →∞

)
в упругой по-

луплоскости напряжения и смещения исче-
зают.

Ранее аналогичные задачи без учета
инерции полуплоскости в «режиме устано-
вившихся движений» рассматривались в [1,2]

и других работах. С учетом инерции сходная
задача рассматривалась в [3].

Для решения поставленной задачи в по-
движной системе координат [1, 2], связанной
со штампом, с учетом нулевых начальных
условий используются интегральные преоб-
разования Лапласа (по времени t) и Фурье
(по координате x), с помощью которых за-
дача сводится к решению двумерного инте-
грального уравнения (ИУ)

t∫
0

dτ

a∫
−a

ϕ(ξ, τ)k(ξ − x, t− τ)dξ =

= 2πµc−1
V ε(t), (1.1)

t > 0, |x| 6 a,

k(x, t) =

=
1

2πi

i∞∫
−i∞

eptdp

∫
Γ

K(u)eiuxp/c2du, (1.2)

K(u) = (1− iuβ2)2 σ2R
−1(u), (1.3)
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R(u) =

= cV

[(
2u2 + (1− iuβ2)2

)2
− 4u2σ1σ2

]
,

σ1 =

√
u2 + (1− iuβ2)2,

σ2 =

√
u2 + β2 (1− iuβ2)2,

βk = V/ck, k = 1, 2, β = c2/c1,

cV =
−β2

2

√
1− β2

1(
2− β2

2

)2 − 4
√

1− β2
1

√
1− β2

2

,

c1 =

√
λ+ 2µ

ρ
, c2 =

√
µ

ρ
,

относительно контактных напряжений, со-
ставляющих реальную часть ϕ(x, t), возника-
ющих между основанием штампа и упругой
полуплоскостью, Γ — контур интегрирования
в комплексной полуплоскости u = σ + iτ ,
проходящий по прямой под углом − arg p к
действительной оси, c1, c2 — продольная и
поперечная скорости упругих волн в полу-
плоскости. При V = 0 интегральное урав-
нение (1.1) совпадает с классическим инте-
гральным уравнением о внедрении плоского
штампа в неподвижную упругую полуплос-
кость [4].

Функция комплексного переменногоK(u)
в (1.3) не является четной и не нечетной. На
действительной оси комплексной плоскости
u = σ+ iτ K(u) является комплекснозначной
функцией. При малых значениях аргумента
u

K(u) = K(0) +O (u) , u→ 0, (1.4)

K(0) = βc−1
V ,

а при больших значениях аргумента

K(u) =
1

|u|
+O

(
1

u2

)
, u→∞. (1.5)

В комплексной плоскости u = σ+iτ функ-
ция K(u) имеет следующие изолированные
особые точки: четыре точки ветвления алгеб-
раического типа u = −iγk, k = 1, 4, лежащие
на мнимой оси, и два полюса Релея u = −iγk,
k = 5, 6, также лежащие на мнимой оси. При
этом

γ1 =
β

β1 − 1
, γ2 =

1

β2 − 1
,

γ3 =
1

β2 + 1
, γ4 =

β

β1 + 1
,

(1.6)

γ5 =
ηR

βR − 1
, γ6 =

ηR
βR + 1

,

βR =
V

cR
,

(1.7)

где ±iηR являются корнями классического
уравнения Релея(

2u2 + 1
)2 − 4u2

√
u2 + 1

√
u2 + β2 = 0.

Заметим, что при V < cR выполняется сле-
дующая упорядоченность γk:

γ5 < γ2 < γ1 < 0, γ6 > γ3 > γ4 > 0. (1.8)

Для однозначного представления K(u) в
комплексной плоскости u = σ + iτ прово-
дятся разрезы от точек ветвления u = −iγk,
k = 1, 2 до i∞ в верхней полуплоскости вдоль
мнимой оси и от точек ветвления u = −iγk,
k = 3, 4 до −i∞ в нижней полуплоскости
вдоль мнимой оси.

2. Приближенное решение
интегрального уравнения

Приближенное решение двумерного ИУ
(1.1) строится виде суперпозиции [5–7]

ϕ(x, t) = ϕ+(a+ x, t)+

+ ϕ−(a− x, t)− ϕ∞(x, t), (2.1)

0 6 t 6 2a/c1, |x| 6 a

решений ϕ±(x, t), ϕ∞(x, t) ИУ на координат-
ной полуоси (0 6 x <∞)

t∫
0

dτ

∞∫
0

ϕ±(ξ, τ)k(±(ξ − x), t− τ)dξ =

= 2πµc−1
V ε(t), (2.2)

и ИУ на всей оси (−∞ < x <∞)

t∫
0

dτ

∞∫
−∞

ϕ∞(ξ, τ)k(ξ − x, t− τ)dξ =

= 2πµc−1
V ε(t). (2.3)

ИУ (2.2) продолжаются по координате x на
всю вещественную ось от −∞ до ∞

t∫
0

dτ

∞∫
0

ϕ±(ξ, τ)k(±(ξ − x), t− τ)dξ =

=

{
2πµc−1

V ε(t), 0 6 x <∞,
2πµc−1

V v∓(x, t), −∞ < x < 0,
(2.4)



42 Зеленцов В.Б., Батурина Н.Ю.

где v∓(x, t) неизвестные функции, представ-
ленные в виде операторов

v∓(x, t) =

=

t∫
0

dτ

0∫
−∞

ϕ±(ξ, τ)k(±(ξ − x), t− τ)dξ,

−∞ < x < 0,

и являющиеся вертикальными смещениями
свободной поверхности упругой полуплоско-
сти вне области контакта.

Для решения ИУ (2.4) применяется ин-
тегральное преобразование Лапласа, в ре-
зультате чего получаются одномерные ИУ
Винера-Хопфа, продолженные на всю веще-
ственную ось [6, 7], относительно трансфор-
мант Лапласа ϕ±L(x, p) контактных напря-
жений ϕ±(x, t)

∞∫
0

ϕ±L(ξ, p)k(±(ξ − x)p/c2)dξ =

=

{
2πµc−1

V εL(p), 0 6 x <∞,
2πµc−1

V vL∓(x, p), −∞ < x < 0.
(2.5)

Осуществив замены переменных ξ и x в ИУ
(2.5) по формулам ξ = (c2/p)ξ

′ и x = (c2/p)x
′,

решение полученных ИУ относительно неиз-
вестных ϕ±L ((c2/p)ξ, p) и vL∓ ((c2/p)x, p) со-
гласно метода Винера–Хопфа осуществляет-
ся с помощью интегрального преобразования
Фурье по переменной x, что приводит к со-
ответствующим функциональным уравнени-
ям в некоторой полосе η− < Im(u) < η+

(η− < η+) комплексной плоскости u = σ + iτ

ϕ±LF (u, p)K(±u) =

= − µ

cV

p

c2

εL(p)

iu
+

µ

cV

p

c2
vLF∓ (u, p), (2.6)

ϕ±LF (u, p) =

∞∫
0

ϕ±L
(
c2

p
ξ, p

)
eiξudξ,

vLF∓ (u, p) =

0∫
−∞

vL∓

(
c2

p
ξ, p

)
eiξudξ.

Для решения функциональных уравне-
ний (2.6) производится факторизация [8]
функцийK(±u), т.е. представление их в виде
произведения

K(±u) = K±+ (u)K±− (u), (2.7)

где K±+ (u) функции регулярные в верхней
полуплоскости (Imu > η−), а K±− (u) регу-
лярны в нижней полуплоскости (Imu < η+)
комплексной плоскости u = σ + iτ . Функция
K(u) представляется в следующей удобной
для факторизации форме

K(u) =

√
γ4 − iu

√
−γ1 + iu

(γ6 − iu)(−γ5 + iu)
G(u), (2.8)

G(u) =
√

1− β2
1

(
1− iuβ2

)2×
× (γ6 − iu)(−γ5 + iu)R−1(u),

где функция G(u) обладает свойством
lim
u→∞

G(u) = 1, а в качестве изолированных
особых точек в комплексной плоскости имеет
четыре точки ветвления u = −iγk, k = 1, 4 и
устранимые особые точки u = −iγk, k = 5, 6.
Факторизация K(u), представленной в фор-
ме (2.8), дается формулой (2.7), в которой

K+
± (u) = q+

±(u)G+
±(u), (2.9)

q+
+(u) =

√
γ4 − iu
γ6 − iu

,

q+
−(u) =

√
−γ1 + iu

−γ5 + iu
,

(2.10)

G+
±(u) = exp

(
H+
± (u)

)
,

H+
+ (u) =

1

π

γ3∫
γ4

arctgω+
+(ξ)

ξ − iu
dξ,

H+
− (u) =

1

π

γ2∫
γ1

arctgω+
−(ξ)

ξ − iu
dξ,

ω+
±(ξ) =

(
4ξ2
√
∓γ1 ± ξ

√
−γ2 + ξ×

×
√
γ3 − ξ

√
∓γ4 ± ξ

√
1− β2

1

√
1− β2

2

)
×

×
(

2ξ2 − (1− ξβ2)2
)−2

.

Факторизация функции K(−u) производит-
ся по такой же схеме и приводит к формулам
(2.7), в которых

K−± (u) = q−±(u)G−±(u), (2.11)
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q−+(u) =

√
−γ1 − iu
−γ5 − iu

,

q−−(u) =

√
γ4 + iu

γ6 + iu
,

(2.12)

G−±(u) = exp
(
H−± (u)

)
,

H−+ (u) =
1

π

γ1∫
γ2

arctgω−+(ξ)

ξ − iu
dξ,

H−− (u) =
1

π

γ3∫
γ4

arctgω−−(ξ)

ξ − iu
dξ,

ω−±(ξ) =
(

4ξ2
√
±γ1 ∓ ξ

√
−γ2 + ξ×

×
√
γ3 − ξ

√
±γ4 ∓ ξ

√
1− β2

1

√
1− β2

2

)
×

×
(

2ξ2 − (1− ξβ2)2
)−2

.

При выводе формул (2.9), (2.10) учитыва-
лась упорядоченность γk, k = 1, 4 (1.8).

После факторизации (2.7) функций
K(±u) в (2.6) решение функциональных
уравнений (2.6) осуществляется по стандарт-
ной схеме [8]. После определения ϕ±LF (u, p)
и vLF± (u, p) производится их обращение с по-
мощью обратных преобразований Лапласа и
Фурье. В результате получаются формулы
решений ИУ (2.4)

ϕ±(x, t) =
µ

cV

i∞∫
−i∞

p

c2
eptdp×

×
∞+ic∫
−∞+ic

g±+(u, p)

K±+ (u)
e−iuxp/c2du, (2.13)

−∞ < x < 0,

v∓(x, t) = − 1

2iπ

i∞∫
−i∞

eptdp
1

2π
×

×
∞+id∫
−∞+id

g±−(u, p)K±− (u)e−iuxp/c2du, (2.14)

−∞ < x < 0,

в которых

g±+(u, p) = − εL(p)

K±− (0)

1

iu
, (2.15)

g±−(u, p) = −ε
L(p)

iu

(
1

K±− (u)
− 1

K±− (0)

)
.

ФункцииK±± (u) определены в (2.9) и в (2.11),
η− < c < d < η+. Решение ИУ (2.3) на
всей координатной оси определяется с помо-
щью интегральных преобразований Лапласа
и Фурье и дается формулой

ϕ∞(x, t) =
µ

β

ε̇(t)

c2
−∞ < x <∞. (2.16)

3. Эффективная аппроксимация
функций K(±u)

При вычислении квадратур в (2.13),
(2.14) приходится сталкиваться с вычислени-
ем сингулярных квадратур, содержащихся в
K±± (u) и указанных в формулах (2.10), (2.12).
Чтобы избежать этих трудностей предлага-
ется аппроксимировать функции K(±u) в
комплексной плоскости u = σ+iτ выражени-
ем специального вида KV (u), позволяющим
осуществить факторизацию элементарными
средствами. Таким выражением может быть
следующее:

KV (u) = q(u)G(iu),

q(u) =

√
−γ1 + iu

√
γ4 − iu

(−γ5 + iu)(γ6 − iu)
,

(3.1)

G(u) = exp (M14(u)) ,

Mml(u) =

N∑
u=0

dn

l∑
k=m

ωn(u, γk),

ωn(u, γk) =

=


(√

γk +
√
γk − u√
γk

)−2(n+1)

, k = 3, 4,(√
−γk +

√
−γk + u

√
−γk

)−2(n+1)

, k = 1, 2.

Коэффициенты аппроксимации dn определя-
ются из условий совпадения KV (u) с K(u)
и их производных до N -ой включительно в
точке u = 0

K(m)(0) = K
(m)
V (0), (3.2)

m = 0, N.

Выполнение условий (3.2) приводит к ре-
шению системы линейных алгебраических
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уравнений относительно коэффициентов ап-
проксимации dn

N∑
j=0

aijdj = bi, i = 0, N, (3.3)

aij =
4∑

k=1

ω
(i)
j (iu, γk)

∣∣∣∣∣
u=0

,

bi = [ln(K(u)/q(u))]
(i)
u=0 ,

где верхний индекс (i) означает i-ую произ-
водную. Выполнение условий (3.2) гаранти-
рует аппроксимацию K(u) в некотором кру-
ге |u| < M (M > 0) комплексной плоскости
u = σ+ iτ , а поведение KV (u) (3.1) на беско-
нечности при u → ∞ совпадает с поведени-
ем на бесконечности K(u) (1.5). Увеличение
N приводит к расширению круга |u| < M
и возможности аппроксимации K(u) с лю-
бой наперед заданной точностью в комплекс-
ной плоскости u = σ + iτ . В частности, при
N = 0 неизвестный коэффициент аппрокси-
мации d0 из условия (3.2) при m = 0 опреде-
ляется формулой

d0 = ln

[
ρ

β2
2

(
1− η2

Rβ
2
2

)] ,
ρ = η2

R

((
2− β2

2

)2 − 4
√

1− β2
1

√
1− β2

2

)
.

Вид аппроксимации KV (u) (3.1) подбирается
таким образом, чтобы максимально соответ-
ствовать виду функции K(u), при этом ап-
проксимация (3.1) содержит в комплексной
плоскости u = σ+ iτ все изолированные осо-
бые точки функции K(u) и не содержит дру-
гих изолированных особых точек.

Факторизация (2.7) аппроксимации K(u)
вида (3.1) осуществляется элементарными
средствами, а функции K+

± (u) определяются
формулами

K+
± (u) = q+

±(u)G+
±(iu), (3.4)

G+
+(u) = exp (M34(u)) ,

G+
−(u) = exp (M12(u)) .

При этом функции q+
±(u) берутся из (2.10).

Факторизация KV (−u), аппроксимирующей
K(−u), также осуществляется элементарны-
ми средствами, функции K−± (u) определяют-
ся формулами

K−± (u) = q−±(u)G−±(iu), (3.5)

G−+(u) = exp (M12(u)) ,

G−−(u) = exp (M34(u)) ,

а функции q−±(u) — из (2.12).

4. Контактные напряжения и другие
характеристики задачи

Использование аппроксимации K(u) (3.1)
позволяет получить основные формулы за-
дачи в виде однократных квадратур. Кон-
тактные напряжения между основанием дви-
жущегося штампа и упругой полуплоскостью
определяются формулой (2.1) при t < 2a/c1

и |x| 6 a, в которой ϕ±(x, t) вычисляются
по формулам (2.13), ϕ∞(x, t) — по формуле
(2.16), а v∓(x, t) — по формулам (2.14). Вы-
числяя квадратуры в (2.13), получим

ϕ+(x, t) =
µ√
x

K+
+ (0)

πβc2

∂

∂t
×

×

t−γ4 x
c2∫

0

ε(τ)Φ(x, t− τ)dτ +
µ

β

ε̇(t)

c2
, (4.1)

0 < x <∞,

Φ(x, t) =
q(x, c2t)

t
r

(
c2t

x

)
,

q(x, t) =
t− γ6x√
t− γ4x

,

r(ξ) = exp(−ReM34(ξ)) cos(ImM34(ξ)),

M34(ξ) =
N∑
n=0

dn

4∑
k=3

ωn(ξ, γk),

ωn(ξ, γk) =

(√
γk +

√
γk − ξ√

γk

)−2(n+1)

,

где
√
γk − ξ = i

√
ξ − γk, если γk − ξ 6 0,

K+
+ (0) вычисляется по формуле (2.9), (2.10)

или приближенно по (3.4),

ϕ−(x, t) =
1√
x

µ

πβc2
K−+ (0)

∂

∂t
×

×

t+γ1
x
c2∫

0

ε(τ)Φ(x, t− τ)dτ +
µ

β

ε̇(t)

c2
, (4.2)

0 < x <∞,
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Φ(x, t) =
q(x, c2t)

t
r

(
−c2t

x

)
,

q(x, t) =
xγ5 + t√
γ1x+ t

,

r(ξ) = exp(−ReM12(ξ)) cos(ImM12(ξ)),

M12(ξ) =

N∑
n=0

dn

2∑
k=1

ωn(ξ, γk),

ωn(ξ, γk) =

(√
−γk +

√
−γk + ξ√

−γk

)−2(n+1)

.

При этом
√
−γk + ξ = i

√
γk − ξ, если

−γk + ξ 6 0, K−+ (0) вычисляется по формуле
(2.11), (2.12) или приближенно по (3.5).

Вычисление квадратур в (2.14) приводит
к следующим формулам для вертикальных
смещений свободной поверхности слева от
области контакта

v−(x, t) =
√
−x V.p.

πK+
− (0)

×

×

t−γ1 x
c2∫

0

ε(τ)V (x, t− τ)dτ, (4.3)

−∞ < x < 0,

V (x, t) =
q(x, c2t)

t
r

(
c2t

−x

)
,

q(x, t) =

√
−xγ1 + t

γ5x+ t
,

r(ξ) = exp(ReM12(ξ)) cos(ImM12(ξ)),

где M12(ξ) вычисляется из (4.2). Интеграл в
(4.3) понимается в смысле главного значения
по Коши [8], так как подынтегральная функ-
ция q(x, t) терпит разрыв при τ = t− γ5x/c2

на фронте волны Релея. Значение K+
− (0) вы-

числяется по формулам (2.9), (2.10) или при-
ближенно по (3.4). Из анализа (4.3) следу-
ет, что смещения свободной поверхности вне
области контакта терпят логарифмический
разрыв на фронте волны Релея [9]. Если пе-
рейти к исходной переменной x = a+ x′, где
−∞ < x′ < −a, то формула (4.3) определя-
ет вертикальные смещения на отрицательной
части оси Ox, свободной от напряжений пе-
ред краем штампа x = −a, который является
передней кромкой движущегося штампа.

Совершенно аналогично вычисляются
квадратуры во второй формуле (2.14) для

вертикальных смещений свободной поверх-
ности на полуоси справа от области контакта

v+(x, t) =
√
−x V.p.

πK−− (0)
×

×

t+γ4
x
c2∫

0

ε(τ)V (x, t− τ)dτ, (4.4)

−∞ < x < 0,

V (x, t) =
q(x, c2t)

t
r

(
c2t

−x

)
,

q(x, t) =

√
t+ γ4x

xγ6 + t
,

r(ξ) = exp(ReM34(ξ)) cos(ImM34(ξ)),

где M34(ξ) вычисляется по формулам из
(4.1). Интеграл в (4.4), как и в (4.3), пони-
мается в смысле главного значения по Ко-
ши, так как подынтегральная функция q(x, t)
терпит разрыв на фронте волны Релея при
τ = t + γ6x/c2. При переходе в (4.4) к ста-
рой переменной x по формуле x = a− x′, где
a 6 x′ <∞, формула (4.4) определяет верти-
кальные смещения на положительной части
оси Ox за краем движущегося штампа x = a,
являющегося его задней кромкой.

Другой существенно важной характери-
стикой задачи является действующая на
штамп сила P (t), позволяющая удерживать
его на глубине ε(t), определяемая как

P (t) =

a∫
−a

ϕ(x, t)dx =

= P+(t) + P−(t)− P∞(t), (4.5)

в которой функции P±(t), P∞(t) вычисляют-
ся по формулам

P±(t) =

a∫
−a

ϕ±(a± x, t)dx,

P∞(t) =

a∫
−a

ϕ∞(x, t)dx,

(4.6)

где ϕ±(x, t) из (4.1), (4.2), а ϕ∞(x, t) из (2.16).
Вычисление квадратур в (4.6) приводит к со-
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отношениям

P+(t) = µa

[
2K+

+ (0)

πβc2

t−γ4t2∫
0

ε(τ)P+(t− τ)dτ−

− q ε(t)
a

+ 2
ε̇(t)

c2

]
, (4.7)

P+(t) =
q
(
t
t2

)
t2

r

(
t

t2

)
, q(ξ) =

γ6 − ξ√
ξ − γ4

,

q =
K+

+ (0)

π

∞∫
γ4

q(ξ)

ξ2
r(ξ)dξ, t2 =

2a

c2
,

где r(ξ) из (4.1), K+
+ (0) в (2.10) или прибли-

женно в (3.4).

P−(t) =

= µa

[
−

2K−+ (0)

πβc2

t+γ1t2∫
0

ε(τ)P−(t− τ)dτ+

+ q
ε(t)

a
+ 2

ε̇(t)

c2

]
, (4.8)

P−(t) =
q
(
t
t2

)
t2

r

(
t

t2

)
,

q(ξ) =
γ5 + ξ√
γ1 + ξ

, q =
K−+ (0)

π

∞∫
−γ1

q(ξ)

ξ2
r(ξ)dξ,

где r(ξ) из (4.2), K−+ (0) в (2.12) или прибли-
женно в (3.5), t2 определено в (4.7).

Составляющая P∞(t) в (4.5), (4.6) опре-
деляется формулой

P∞(t) =
µ

β

2a

c2
ε̇(t). (4.9)

Величина момента M(t), удерживающего
плоский штамп в строго горизонтальном по-
ложении, вычисляется по формуле

M(t) =

a∫
−a

xϕ(x, t)dx =

= M+(t) +M−(t)−M∞(t), (4.10)

M±(t) =

a∫
−a

xϕ±(a± x, t)dx,

M∞(t) =

a∫
−a

xϕ∞(x, t)dx,

(4.11)

где ϕ±(x, t) из (4.1), (4.2), а ϕ∞(x, t) из (2.16).
Вычисление квадратур в (4.11) приводит к
следующим соотношениям

M+(t) =
µa2

β

3∑
k=2

(−1)k

[
2k−1K

+
+ (0)

πc2
×

×
t−γ4t2∫

0

ε(τ)M+
k (t− τ)dτ −m+

k (t)

]
, (4.12)

M+
k (t) =

q
(
t
t2

)
tk

r

(
t

t2

)
, k = 2, 3,

m+
2 (t) = γ+

+
′ ε(t)

a
− 2

ε̇(t)

c2
,

m+
3 (t) =

((
γ+

+
′
)2

+
1

2
γ+

+
′′

+ q3

)
c2ε̃(t)

a2
−

−
(

2γ+
+
′ − q2

) ε(t)
a

+ 2
ε̇(t)

c2
,

qk =
K+

+ (0)

π

∞∫
γ4

q(ξ)

ξk
r(ξ)dξ, k = 2, 3,

ε̃(t) =

t∫
0

ε(τ)dτ,

γ+
+
′
=
iK+

+
′
(0)

K+
+ (0)

, γ+
+
′′

=
K+

+
′′
(0)

K+
+ (0)

,

где q(ξ), r(ξ) вычисляются в (4.7), (4.1) соот-
ветственно, K+

+ (0) и ее производные, обозна-
ченные штрихами, вычисляются с помощью
K+

+ (u) из (2.10) или приближенно с помощью
(3.4).

M−(t) =
µa2

β

[
3∑

k=2

2k−1K
−
+ (0)

πc2
×

×
t+γ1t2∫

0

ε(τ)M−k (t− τ)dτ +m−k (t)

]
, (4.13)
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M−k (t) =
q
(
t
t2

)
tk

r

(
t

t2

)
, k = 2, 3,

m−2 (t) = q2
ε(t)

a
+ 2

ε̇(t)

c2
,

m−3 (t) = −q3
c2ε̃(t)

a2
− 2γ−+

′ ε(t)

a
+ 2

ε̇(t)

c2
,

qk =
K−+ (0)

π

∞∫
−γ1

q(ξ)

ξk
r(ξ)dξ, k = 2, 3,

γ−+
′
=
iK−+

′
(0)

K−+ (0)
,

где q(ξ), r(ξ) определены в (4.8), (4.2) соот-
ветственно, K−+ (0) и ее производные вычис-
ляются с помощью K−+ (u) из (2.11) или при-
ближенно с помощью (3.5).

В случае плоского штампа M∞(t) = 0 в
(4.10).

Полученные формулы справедливы при
0 6 t 6 2a/c2 и |x| 6 a. При t > 2a/c1

необходимо учитывать дифракционные вол-
ны, порождаемые угловыми точками осно-
вания штампа. Схема учета дифракционных
волн при внедрении плоского штампа в упру-
гую полуплоскость приводится в [4, 7, 9].

5. Асимптотический анализ
полученных решений

Полученные формулы позволяют прове-
сти анализ контактных напряжений ϕ(x, t)
и смещений v∓(x, t) на границе области кон-
такта. Формулы (4.1), (4.2) показывают, что
контактные напряжения ϕ(x, t) имеют на
краях |x| = a области контакта корневые осо-
бенности и в их окрестности представляются
в виде

ϕ(x, t) =
C±ϕ (t)
√
a± x

+O
(√
a± x

)
при x→ ∓a± 0, (5.1)

C±ϕ (t) =
µ

πβ
√
c2
K±+ (0)

∂

∂t

t∫
0

ε(τ)√
t− τ

dτ (5.2)

Формулы (4.3), (4.4) позволяют составить
представление о поведении вертикальных
смещений v∓(x, t) на краях области контакта

|x| = a и в их окрестности представляются в
виде

v∓(x, t) =

= C±v (t)
√
−(a± x) +O

(√
−(a± x)3

)
при x→ ∓a∓ 0, (5.3)

C±v (t) =
1

πK±− (0)

t∫
0

ε(τ)√
(t− τ)3

dτ (5.4)

где интеграл в (5.4) понимается в смысле его
конечной части [10]. Это условие приводит к
линейной зависимости коэффициентов C±ϕ (t)

и C±v (t), играющих существенную роль [11],
например, при изучении процесса соударения
плоского штампа с движущейся полуплоско-
стью, когда закон внедрения ε(t) определя-
ется из дифференциальных уравнений дви-
жения штампа. Обращение в ноль C±ϕ (t) = 0
приводит к обнулению напряжений на кра-
ях |x| = a основания штампа и отрыву его
от упругой среды. Время отрыва штампа от
упругой среды определяется как нетривиаль-
ный корень уравнения

t∫
0

ε(τ)√
t− τ

dτ = 0.

Сила контактного воздействия штампа на
упругую полуплоскость P (t) (4.5)–(4.9) зави-
сит как от смещения штампа ε(t), так и от
величины его скорости ε̇(t). Момент M(t),
удерживающий штамп в горизонтальном по-
ложении (4.10)–(4.13), зависит не только от

ε(t) и ε̇(t), но и от
t∫

0

ε(τ)dτ .

В заключение заметим, что если в ИУ
(1.1) функцию K(u) заменить первым чле-
ном асимптотики (1.5) и предположить, что
ϕ(x, t) не зависит от t, то ИУ (1.1) превратит-
ся в ИУ задачи в «режиме установившихся
движений» [1,2].
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