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NUMERICAL ANALYSIS OF THE PEERS AND SAND EQUATIONS FOR MODELING TRANSPORT
IN MEMBRANE SYSTEMS

Nikonenko S. V., Kovalenko A.V., Urtenov M.Kh., Petukhova A.V., Semenchin E.A., Nikonenko V. V.

1D and 2D numerical simulation is carried out in order to clarify the meaning of the
diffusion coefficient and the diffusion layer thickness in the Peers and Sand equations used
in the electrochemistry of membranes. A stationary boundary value problem for the equation
of convective diffusion, as well as a non-stationary problem for electrodiffusion in a multilayer
region are set and solved for the case when the diffusion coefficient is a function of local
concentration. Approximate equations for calculating the effective values of the diffusion
coefficient and the diffusion layer thickness are obtained.
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Введение

Уравнения Пирса [1] и Санда [2] имеют
большое значение в электрохимии мембран.
Уравнение Пирса позволяет рассчитать пре-
дельную плотность тока (ilim) в мембранной
системе по аналогии с известным ранее урав-
нением для предельной плотности тока на
границе электрод–раствор.

Современные ионообменные мембраны
имеют высокую селективность, интеграль-
ное [3,4] или эффективное [5,6] числа перено-
са противоионов лишь немного меньше еди-
ницы [6, 7] (основная доля тока переносится
противоионами), тогда как в растворе число

переноса ионов t1 близко к 0,5 (вклад про-
тивоионов и коионов в перенос тока сопоста-
вим).

В общем случае коэффициент диффузии
электролита D, входящий в уравнение Пир-
са, является функцией концентрации. По-
скольку при наступлении предельного состо-
яния концентрация в диффузионном слое ме-
няется от некоторого постоянного значения в
объеме раствора c0 до значения cs у поверх-
ности мембраны, близкого к нулю, то возни-
кает проблема, какую же величину D нуж-
но использовать в уравнении Пирса? Имеют-
ся работы, в которых значение D отнесено к
бесконечно разбавленному раствору [8, 9], а
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также [10, 11], в которых D отнесено к кон-
центрации перемешиваемого раствора.

Аналогичная проблема возникает при ис-
пользовании уравнения Санда, в которое вхо-
дит величина τ — так называемое переход-
ное время. Этот термин используется в хро-
нопотенциометрии (ХП) — электрохимиче-
ском методе изучения электродных и мем-
бранных систем, в котором измеряется зави-
симость скачка потенциала от времени при
заданной плотности тока i (обычно i не меня-
ется во времени), τ — время необходимое для
того, чтобы концентрация электролита у по-
верхности мембраны (или электрода) достиг-
ла достаточно малого значения, при котором
происходит смена механизма переноса ионов.
Эта смена механизма (появление новых носи-
телей тока или сопряженного конвективно-
го переноса) обеспечивает переход системы в
некое стационарное состояние, когда скачок
потенциала перестает меняться во времени.

В случае уравнения Пирса рассматри-
вается так называемое предельное состоя-
ние, в котором, как и в случае переходно-
го состояния в ХП, граничная концентра-
ция электролита достигает малых по сравне-
нию с концентрацией в объеме раствора зна-
чений. Рассматривается квазистационарный
процесс, в котором плотность тока медлен-
но увеличивается. При приближении к пре-
дельной плотности тока ilim скачок потен-
циала в системе резко растет. Если продол-
жать увеличивать плотность тока, то, как и
в ХП, происходит переход к новому механиз-
му переноса, обеспечивающему «сверхпре-
дельную» плотность тока. Механизмы сверх-
предельного переноса рассмотрены в рабо-
тах [12–16].

В данной работе делается попытка отве-
тить на вопрос, какое же значение D следу-
ет брать в уравнениях Пирса и Санда? От-
вет может быть найден путем использования
численного моделирования переноса ионов
через мембрану с учетом зависимости коэф-
фициента диффузии от локальной концен-
трации. Рассмотрим сначала вывод уравне-
ний Пирса и Санда, а затем воспользуемся
2D и 1D моделированием для расчета ilim и
τ с учетом зависимости коэффициента диф-
фузии от концентрации. Далее найдем такие
эффективные значения параметров в уравне-
ниях Пирса и Санда, чтобы они давали те же
значения ilim и τ , что и численный расчет.

1. Индуцированный протеканием тока
градиент концентрации. Предельная

плотность тока

Рассмотрим элементарное звено электро-
химической ячейки (рис. 1) — так называ-
емую парную камеру, состоящую из чере-
дующихся катионо- и анионообменных мем-
бран (рис. 1а), между которыми прокачива-
ется раствор электролита.

Электрический ток направлен перпенди-
кулярно поверхности мембран. При протека-
нии постоянного электрического тока плот-
ностью i носителями тока в мембране в ос-
новном являются противоионы, в то время
как в растворе в отсутствие диффузионно-
го переноса (при t = 0 на рис. 1б) вклады в
массоперенос катионов и анионов являются
сопоставимыми. Немедленно после включе-
ния тока (t = 0, рис. 1б) миграционный поток
противоионов в мембране значительно пре-
вышает их поток из ядра раствора к межфаз-
ной границе мембрана/раствор. В результа-
те концентрация противоионов (и коионов)
в прилегающем к мембране слое раствора у
одной межфазной границы мембраны умень-
шается, а у другой — увеличивается. Это
приводит к появлению диффузионного по-
тока ионов из объема раствора к поверхно-
сти мембраны. Таким образом, в общем слу-
чае поток ионов складывается из электроми-
грационного, диффузионного и конвективно-
го. Традиционным подходом к описанию пе-
реноса ионов в растворе является использо-
вание «расширенного» уравнения Нернста–
Планка (уравнения конвективной электро-
диффузии), включающего в себя слагаемые,
отражающие вклад всех трех видов перено-
са. В векторной форме это уравнение имеет
вид

jk = −Dk

(
grad ck + zkck

F

RT
gradφ

)
+

+ ckv, (1.1)

где jk, Dk, ck, и zk — плотность потока,
коэффициент диффузии, концентрация (в
моль дм−3) и заряд иона сорта k, соответ-
ственно; F — число Фарадея, R — газовая по-
стоянная, T — абсолютная температура, v —
скорость конвективного движения жидкости
(см с−1); ϕ — электрический потенциал.

Уравнение Пирса позволяет рассчитать
предельную плотность тока (ilim) в мембран-
ной системе по аналогии с известным ранее
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Рис. 1. a) Схема электродиализной ячейки с анионо- (АОМ) и катионо- (КОМ) обменными
мембранами; КО и КК — камеры обессоливания и концентрирования. Точки 1, 1’ и 2 показывают
положение капилляров Луггина для измерения скачка потенциала; б) Развитие концентрационных

профилей в диффузионных пограничных слоях (ДПС) во времени (указано в секундах)
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уравнением для предельной плотности тока
на границе электрод-раствор

ilim =
FDc0

δ(T1 − t1)
, (1.2)

где D — коэффициент диффузии электроли-
та, c0 — концентрация электролита в объе-
ме перемешиваемого раствора, δ — толщина
диффузионного пограничного слоя (ДПС),
F — число Фарадея, t1 — число переноса
противоионов в растворе, T1 — интегральное
или эффективное число переноса противои-
онов [3–6]. По определению Tk — это доля
электрического тока, переносимая через гра-
ницу раствор/мембрана ионами сорта k

Tk =
zkF (jk)s

i
, (1.3)

где i — плотность тока, (jk)s — плот-
ность потока иона k через границу мембра-
на/раствор, zk — заряд иона сорта k. В дан-
ной работе рассматривается бинарный элек-
тролит, k =1, 2 для противоиона и коиона,
соответственно.

Применительно к переносу через мембра-
ну [10] уравнение Санда имеет вид

τ =
πD

4

(
c0z1F

T1 − t1

)2 1

i2
, (1.4)

где τ — так называемое переходное время.
Уравнение (1.1) дополняется условием пе-

реноса тока, условием электронейтральности
и уравнением сохранения вещества:

i = F
∑

zkjk, (1.5)∑
zkck = 0, (1.6)

∂ck
∂t

= −div jk, (1.7)

здесь i — плотность тока, t — время.
Вблизи поверхности мембраны (или

электрода) вследствие замедления движе-
ния жидкости из-за взаимодействия с по-
верхностью вклад конвективной составляю-
щей становится пренебрежимо мал. Обыч-
но в гидродинамике на поверхности твер-
дого тела принимается условие прилипания
(v(x = 0, y) = 0) [17].

Пренебрегая третьим слагаемым в урав-
нении (1.4) и рассматривая только нормаль-
ный к поверхности перенос, получим одно-
мерное уравнение Нернста–Планка

jk = −Dk

(
∂ck
∂x

+ zkck
F

RT

∂φ

∂x

)
, (1.8)

где x — нормальная к поверхности мембраны
координата.

Из уравнений (1.5), (1.6) и (1.8) можно
выразить напряженность электрического по-
ля E = − (∂φ/∂x). В случае бинарного элек-
тролита

E =
RT

F

[
D1 −D2

D1z1 −D2z2

∂c

c∂x
+

+
i

(D1z1 −D2z2) cF

]
, (1.9)

где c = z1c1 = −z2c2 — концентрация
(экв дм−3) электролита; индекс «1» будем от-
носить к противоиону, «2» — к коиону; по
умолчанию будем рассматривать катионооб-
менную мембрану, тогда «1» — катион, «2» —
анион.

Подставляя соотношение (1.9) в уравне-
ние (1.8), получим уравнение переноса в виде

jk = −D∂ck
∂x

+
itk
zkF

, (1.10)

где коэффициент диффузии электролита D
и число переноса иона «k» в растворе вы-
ражаются соответственно формулами (спра-
ведливыми при выполнении условия локаль-
ной электронейтральности):

D = (z1 − z2)D1D2/(D1z1 −D2z2), (1.11)

tk = zkDk/(z1D1 − z2D2). (1.12)

Уравнение (1.10) удобно использовать для
записи граничных условий и для вывода вы-
ражения для предельной плотности тока.

Развитие концентрационных профилей
происходит в квазистационарных условиях
на межфазной границе, когда потоки ионов
меняются непрерывно при переходе через
границу [15]:

(jk)s =

(
−D∂ck

∂x
+

itk
zkF

)
s

=
iTk
zkF

, (1.13)

где (jk)s — плотность потока ионов k через
межфазную границу (обозначаемую нижним
индексом «s» — “surface”, x = 0 на рис. 1б).
Средняя часть уравнения (1.13) относится к
раствору, правая часть — к мембране.
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Изменения концентрации продолжаются
вплоть до того момента, когда увеличива-
ющийся со временем диффузионный пере-
нос, а также конвективный поток, расту-
щий по мере удаления от мембраны, полно-
стью не компенсируют разность миграцион-
ных потоков в растворе и мембране. Если
рассматривать одномерный перенос по нор-
мали (ось x на рис. 1) к поверхности мем-
браны, то при достижении стационарного со-
стояния результирующая плотность потока
ионов каждого сорта перестает изменяться
по координате x в растворе и в мембране.

Если выразить производную концентра-
ции противоионов по координате у поверхно-
сти мембраны из уравнения (1.13) и восполь-
зоваться ее геометрическим смыслом, полу-
чим следующее выражение:(

∂c1
∂x

)
s

= −c10 − c1s
δ

= − i(T1 − t1)
z1FD

, (1.14)

где c10 и c1s — значения концентрации про-
тивоионов в объеме раствора и у границы
мембраны, соответственно, δ — толщина по-
граничного диффузионного слоя Нернста в
обеднённом растворе. Согласно уравнению
(1.14) и геометрическому смыслу производ-
ной, δ — это расстояние от поверхности мем-
браны до точки пересечения касательных,
проведенных к концентрационному профилю
у межфазной границы и в объеме раствора
(рис. 1a).

Как видно из уравнения (1.14), с ростом
i стационарная концентрация электролита cs
у обедненной межфазной границы, а вместе с
нею концентрации противоионов, c1s, и кои-
онов, c2s, уменьшаются. Когда cs приближа-
ется к нулю (точнее, становится много мень-
ше концентрации электролита в ядре пото-
ка, c0), плотность тока достигает предельно-
го значения (ilim). Полагая в уравнении (1.14)
c1s � c10, получим уравнение Пирса (1.2).

Из приведенного выше вывода становит-
ся понятно, что ключевым является исполь-
зование граничного условия (1.14), а так-
же замена производной на отношение разно-
сти концентраций к толщине нернстовского
диффузионного слоя. Поскольку производ-
ная берется у поверхности мембраны, а в пре-
дельном состоянии локальная концентрация
здесь близка к нулю, то D должно быть от-
несено к бесконечно разбавленному раствору.
И тогда проблема переходит в другую плос-
кость: каким должно быть значение δ чтобы
уравнение Пирса оставалось корректным и в

том случае, когда D заметно меняется с из-
менением концентрации/координаты?

Эту задачу невозможно решить в рамках
1D моделирования, поскольку в таких моде-
лях δ является параметром, который должен
быть найден вне рамок такого типа моделей.
Решение может быть найдено путем исполь-
зования 2D конвективно-диффузионной мо-
дели для мембранной системы, изображен-
ной на рис. 1.

2. Двумерная
конвективно-диффузионная модель

2.1. Случай D = const

Простейшей является постановка 2D за-
дачи, справедливой для предельного состо-
яния системы. В этом случае используется
граничное условие

c(0, y)y>0 = 0, (2.1)

согласно которому концентрация электроли-
та на межфазной границе равна 0 на всей
поверхности мембраны, кроме входа в канал
(y = 0). На входе в канал концентрация элек-
тролита при всех значениях поперечной ко-
ординаты х равняется c0in, что дает началь-
ное условие

c(x, 0) = c0in. (2.2)

Течение жидкости считается ламинарным и
установившимся. В случае такого течения
между двух параллельных пластин (без се-
паратора) решение уравнения Навье–Стокса
с граничными условиями прилипания приво-
дит к параболическому распределению ско-
рости по поперечной координате, известному
как распределение Пуазейля [3]

vy(x) = 6v̄

(
x

h
− x2

h2

)
, (2.3)

где v̄ — средняя скорость течения жидкости
в канале.

Плотность потока ионов с учетом конвек-
тивной составляющей удобно записать в ви-
де, обобщающим уравнение (1.10)

jk = −D grad ck +
itk
zkF

+ ckv. (2.4)

Для нахождения дивергенции плотности по-
тока ионов и использования закона сохра-
нения (1.7) необходимо записать проекции
уравнения (2.4) на поперечную и продоль-
ную координаты. В этом случае принимает-
ся, что нормальная составляющая скорости
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равна нулю, а продольная диффузия и ми-
грация пренебрежимо малы по сравнению с
конвективным переносом:

jix = −D∂ci
∂x

+
iti
ziF

, (2.5)

jiy = civ(x). (2.6)

Применение операции дивергенции(
div ji =

∂jix
∂x

+
∂jiy
∂y

)
к уравнениям (2.5) и (2.6) для стационарного
переноса (

∂ci
∂t

= 0

)
дает [3]

D
∂2c

∂x2
= v(x)

∂c

∂y
. (2.7)

Здесь для простоты обозначений продольная
проекция скорости используется без индек-
са «у», поскольку поперечная проекция ну-
левая, с — концентрация электролита. Коэф-
фициент диффузии электролита и число пе-
реноса ионов считаются постоянными вели-
чинами, плотность тока не меняется по ко-
ординате х.

После приведения к безразмерному виду
задача (2.1)–(2.7) имеет следующий вид:

∂2C

∂X2
= 6(X −X2)

∂C

∂Y
, (2.8)

C(X, 0) = 1, (2.9)

C(0, Y ) = C(1, Y ) = 0, (2.10)

где

C =
c

c0
;X =

x

h
; V =

v

v̄
; Y =

yD

v̄h2
. (2.11)

Поставленная задача (2.8)–(2.10) имеет при-
ближенное аналитическое решение. Впер-
вые оно получено Левеком [3]. В случае
двух параллельных пластин в интервале
(0 < Y < 0, 01) хорошее приближение дают
двучленные уравнения

ilim loc =
FDc0in
h(T1 − t1)

×

×

[
0, 978

(
h2v̄

yD

)1/3

− 0, 2

]
, (2.12)

ilim =
FDc0in
h(T1 − t1)

×

×

[
1, 47

(
h2v̄

LD

)1/3

− 0, 2

]
, (2.13)

соответственно для локальной (ilim loc) и
средней по длине L (ilim) плотности тока,

ilim = (1/L)

L∫
0

ilim loc(y)dy.

Здесь h — расстояние между пластинами.
Обычно пользуются одночленными при-

ближениями (слагаемое 0,2 опускается) [12].
Допускаемая в этом случае ошибка состав-
ляет не более 3% (при Y = 0, 01), ошибка
уменьшается с уменьшением длины канала.
Это несущественно, если речь идет о срав-
нении с экспериментальным значением ilim,
ошибка определения которого редко бывает
меньше 5%.

Численное решение задачи (2.8)–(2.10)
позволяет найти толщину нернстовского
диффузионного слоя (путем проведения ка-
сательных к концентрационному профи-
лю) как функцию длины канала [18]. При
Y < 0, 01

δloc ≈ 1, 06hY 1/3. (2.14)
Соотношение (2.14) получается аппроксима-
цией расчетных значений δloc в координатах
δloc — Y 1/3 (рис. 2).

Подстановка выражения (2.14) с учетом
смысла безразмерного Y в уравнение Пирса
(1.2) дает следующую зависимость локаль-
ной плотности тока от продольной коорди-
наты по длине канала y:

ilim loc = 0, 94
FDc0in
h(T1 − t1)

(
h2v̄

yD

)1/3

. (2.15)

Интегрирование уравнения (2.15) по длине
канала позволяет найти среднюю предель-
ную плотность тока

ilim = 1, 41
FDc0in
h(T1 − t1)

(
h2v̄

LD

)1/3

. (2.16)

Приравнивая правые части уравнений (2.16)
и (1.2), нетрудно найти выражение для (в
определенном смысле) средней (или эффек-
тивной) на длине L толщины диффузионного
слоя

δav = 0, 71hY 1/3 = 0, 71h

(
LD

h2v̄

)1/3

. (2.17)
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Рис. 2. Зависимость приведенной толщины нернстовского ДПС от безразмерной длины канала
обессоливания Y . Точки — результаты численного расчета без учета зависимости D от

концентрации g(c) = 1, и с учетом этой зависимости согласно уравнению (2.21) для случая 0,2 М
раствора KCl g(c) 6= 1. Приведены уравнения аппроксимирующих прямых

Имеется очень хорошее (отличие в долях
процента) согласие между полученными из
численного решения уравнениями (2.15) и
(2.16) и двучленными уравнениями Левека
(2.12) и (2.13). Уравнения (2.15) и (2.16) име-
ют тот же вид, что и одночленные уравнения
Левека, но отличаются коэффициентами. Ес-
ли зависимость δloc от длины канала полу-
чать путем комбинации одночленного урав-
нения (2.12) и уравнения Пирса, мы получим
коэффициент 1,02 [6], а не 1,06, как в урав-
нении (2.14).

Зависимость локальных значений δloc и
ilim loc от длины канала вида constY 1/3 обу-
словливает ту же форму и для средних зна-
чений этих величин. При интегрировании ло-
кальной плотности тока появляется множи-
тель 3/2, так что среднее значение плотности
тока в канале длиной L в 3/2 раз больше зна-
чения ilim loc при y = L. Аналогично, среднее
значение толщины в канале длиной L в 3/2
раз меньше величины δloc при y = L.

2.2. Случай переменного D

Учет зависимости коэффициента диф-
фузии электролита от концентрации бу-
дем проводить с использованием уравнения
Нернста–Хартлея [19]

D = D0g, (2.18)

где D0 — коэффициент диффузии элек-
тролита при бесконечном разбавлении, g —
фактор активности, определяемый уравне-
нием [5]

g = 1 + d(ln y±)/d(ln c̃), (2.19)

где y± — среднеионный молярный коэффи-
циент активности, c̃ — молярная концентра-
ция электролита. Рассматриваются только
1:1 электролиты, для которых молярная и
эквивалентная концентрации численно рав-
ны c̃ = c.

При использовании уравнения (2.18) из-
менится вид уравнения конвективной диф-
фузии, поправочный коэффициент g(c) по-
явится как множитель перед производной
концентрации по поперечной координате [18]

∂

∂X

[
g(c)

∂C

∂X

]
= 6(X −X2)

∂C

∂Y
, (2.20)

В нормировке безразмерной продольной ко-
ординаты вместо D нужно будет использо-
вать D0. При выводе уравнения (2.20) зави-
симость числа переноса ti в растворе от кон-
центрации не учитывается. Поскольку ti за-
висит от отношения коэффициентов диффу-
зии, а они меняются с изменением концентра-
ции симбатно, то ti зависит от концентрации
гораздо слабее, чем D.

В данной работе рассматриваются рас-
творы LiCl, NaCl и KCl различной кон-
центрации. Концентрационная зависимость
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Рис. 3. Зависимость фактора активности от концентрации для хлоридов лития, натрия и калия.
Данные взяты из [20] и обработаны согласно [21]

фактора активности для этих электролитов
показана на рис. 3.

Аппроксимация экспериментальных дан-
ных [6], показанных на рис. 3, позволяет
представить g в виде полиномиальной функ-
ции. Для KCl, NaCl и LiCl эта функция име-
ет, соответственно, вид [21]

g(c) = 0, 1097c2 − 0, 4277c3/2 + 0, 7346c−
− 0, 4766c1/2 + 0, 9972, (2.21)

g(c) = 0, 1213c2 − 0, 4331c3/2 + 0, 7666c−
− 0, 4494c1/2 + 0, 9946, (2.22)

g(c) = 0, 2036c2 − 0, 6288c3/2 + 1, 0658c−
− 0, 474c1/2 + 0, 9951, (2.23)

где с — концентрация электролита в
моль/дм3. Как видно из уравнения (2.19),
g — величина безразмерная.

2.3. Параметры, используемые для
численного решения

В случае двумерного моделирования рас-
смотрим случай электролита KCl, для кото-
рого изменение коэффициента диффузии в
области не очень высоких концентраций (до
0,5 моль/дм3) является наиболее существен-
ным среди других солей хлоридов щелочных
металлов (рис. 3). Примем, что слева и спра-
ва от мембраны концентрация перемешива-
емого раствора KCl равняется 0,2 моль/дм3,
при которой коэффициент диффузии KCl до-
стигает своего минимума.

Число переноса противоионов (ионов ка-
лия) в растворе равняется 0,4899, а в мем-
бране оно принимается равным единице (рас-
сматривается идеально-селективная катио-
нообменная мембрана).

2.4. Результаты численного решения

Далее используется описанный выше под-
ход: величина δloc находится численно как
функция Y . Представление данных в коорди-
натах δloc — Y 1/3 позволяет получить зависи-
мости вида δloc = khY 1/3, где коэффициент
k принимает разные значения в зависимости
от значения входной концентрации электро-
лита. Для 0,2 M KCl, величина k, как следу-
ет из результатов, представленных на рис. 2,
равна 1,123.

Повторяя расчеты для разных концен-
траций KCl, можно получить концентра-
ционную зависимость k(с). Аппроксимация
этой зависимости полиномом позволят по-
лучить следующее приближенное уравнение,
справедливое в диапазоне концентраций от 0
до 0,5 M KCl:

δloc = h
(

0, 0206c20in+0, 0094c
3/2
0in−0, 1537c0in+

+ 0, 184c
1/2
0in + 1, 064

)
Y 1/3, (2.24)

где c0in — концентрация KCl на входе в канал
(в моль/дм3).

В силу того, что g(c) слабо зависит от
концентрации, δloc также мало отличается от
случая, когда не учитывается зависимость D
от концентрации. Соответственно, коэффи-
циент k в уравнении δloc = khY 1/3 не очень
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сильно отличается от величины 1,06, отвеча-
ющей бесконечному разбавлению: в случае
KCl при с = 0, 2 моль/дм3 k = 1, 12, а при
с = 0, 5 моль/дм3 k = 1, 13. Предельная плот-
ность тока (при Y < 0, 01) рассчитывается по
уравнению

ilim =
FD0c0

δ(T1 − t1)
, (2.25)

где D0 — коэффициент диффузии электро-
лита при бесконечном разбавлении, δ — тол-
щина ДПС, рассчитываемая по уравнению
типа 2.24).

Хотя численные поправки, связанные с
учетом зависимости коэффициента диффу-
зии от концентрации электролита и невели-
ки, проведенный анализ представляется важ-
ным, так как устраняет определенные за-
труднения в трактовке уравнения Пирса и
дает более полное понимание смысла толщи-
ны нернстовского диффузионного слоя.

3. Учет зависимости D(c) в уравнении
Санда

Уравнение Санда (1.4) выведено [2] для
одномерной диффузии в полубесконечной
области. Изучается изменение концентраци-
онного поля и поля электрического потенци-
ала во времени после включения постоянно-
го тока плотностью i. Исходным уравнением
является

∂c

∂t
= D

∂2c

∂x2
, (3.1)

которое получается подстановкой (2.5) в
(1.7).

В случае D = const уравнение (3.1) с
граничным условием (1.14) на поверхности
мембраны, условием постоянства концентра-
ции на достаточном удалении от поверхности
мембраны

c(−∞, t) = c0, (3.2)

и начальным условием

c(x, 0) = c0 (3.3)

имеет аналитическое решение. Для концен-
трации у поверхности мембраны получается
следующее выражение [10]:

c(0, t) = c0 −
i

z1FD
(T1 − t1) 2

√
Dt

π
. (3.4)

Как видно из уравнения (3.4), с увеличением
времени c (0, t) уменьшается. В момент вре-
мени t = τ , где τ — переходное время, опреде-
ляемое формулой (1.3), c (0, t) обращается в
ноль. Скачок потенциала в системе при этом
устремляется в бесконечность.

В реальных системах c (0, t) принимает
малые, но не нулевые значения. Переходное
время, как отмечалось выше, характеризует
переход от преимущественно электродиффу-
зионного механизма переноса к механизму, в
котором основную роль играет индуцирован-
ная протеканием тока конвекция или появле-
ние новых переносчиков заряда. Эта сопря-
женная конвекция облегчает доставку све-
жего раствора к поверхности мембраны, что
снижает электрическое сопротивление систе-
мы до некоторого конечного значения, опре-
деляющего стационарное состояние системы.

В случае переменного коэффициента
диффузии вместо уравнения (3.1) необходи-
мо использовать уравнения (2.5) и (1.7). Гра-
ничные и начальные условия остаются теми
же, что и при D = const. Аналитического ре-
шения такая задача не имеет. В данной рабо-
те эта задача решена численно с использова-
нием метода конечных разностей, описанного
в [4]. Как и в случае 2D моделирования, учет
зависимости коэффициента диффузии элек-
тролита от концентрации осуществляется с
использованием уравнения Нернста–Хартлея
(2.18) и аппроксимаций (2.21)–(2.23) для g(c).
При такой постановке задачи неизвестной яв-
ляется только одна переменная — концен-
трация электролита. После расчета профи-
ля концентраций при новом значении вре-
мени t = t + ∆t рассчитывается скачок по-
тенциала в системе между точками 1′ и 2
(рис. 1а), отвечающими положению кончи-
ков измерительных капилляров. Скачок по-
тенциала определяется уравнением

∆φ = −i

[
2Lb
κs
−

0∫
−δ

Edx+

+

d∫
0

Edx+

d+δ∫
d

Edx

]
, (3.5)

где E = −∂φ
∂x вычисляется из уравнения

(1.6) после расчета концентрационных про-
филей; κs — удельная электропроводность
перемешиваемого раствора с концентрацией
c0; толщина пространства между капилля-
ром и внешней границей ДПС (Lb) связана с
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расстоянием между капиллярами (Le) и тол-
щиной ДПС δ уравнением

Lb = (Le − d− 2δ) /2. (3.6)

При приближении к переходному времени
расчет новой по времени концентрации с ис-
пользованием уравнений переноса (2.5) и со-
хранения вещества (1.7) может давать отри-
цательные величины для нескольких узлов
у поверхности мембраны. Для того чтобы
не допустить отрицательных концентраций
и не иметь бесконечно большого скачка по-
тенциала в обедненном диффузионном слое,
в программе предусмотрена замена отрица-
тельной концентрации на величину cI1s, кото-
рая рассчитывается из уравнения

2

I

(
1− cI1s

)
+

ε̃I

2
(
cI1s
)2 +

√
2ε̃

cI1s
= 1, (3.7)

где ε̃ = εε0RT/
(
F 2c0δ

2
)

= 2 (LD/δ)
2 —

малый безразмерный параметр, определяе-
мый квадратом отношения дебаевской дли-
ны LD к толщине диффузионного слоя;
I = 2i/ilim — удвоенное отношение плотности
тока к предельному значению ilim, опреде-
ляемому уравнением Пирса. Уравнение (3.7)
выводится [6] в рамках одномерной стацио-
нарной модели Рубинштейна [22] на основе
уравнений Нернста–Планка–Пуассона. Оно
показывает, что сумма толщин составляю-
щих диффузионного слоя [электронейтраль-
ной области (первое слагаемое), миграцион-
ной зоны (второе слагаемое) и квазиравно-
весной зоны (третье слагаемое)] равна его об-
щей толщине. Все слагаемые представлены в
безразмерном виде как отношения к общей
толщине ДПС. Согласно решению одномер-
ной задачи [6, 18], cI1s является минималь-
ной концентрацией противоионов в обеднен-
ном ДПС. При сверхпредельных токах кон-
центрация коионов у обедненной поверхно-
сти мембраны пренебрежимо мала и величи-
на cI1s определяет плотность пространствен-
ного электрического заряда в этой погранич-
ной области.

Переходное состояние соответствует вре-
мени t = τ , когда cI1s (τ) сравнивается с(
cI1s
)
∞. На потенциограмме (рис. 4а), рассчи-

танной согласно модели (1.7), (1.14), (2.5),
(2.18), (3.2), (3.3)–(3.7), этому моменту отве-
чает точка перегиба. Она может быть най-
дена как точка максимума на зависимости

производной dU/dt от времени (рис. 4б). По-
скольку

(
cI1s
)
∞ много меньше c10, то вре-

мя достижения граничной концентрацией
c1(0, t) величины

(
cI1s
)
∞ очень мало отлича-

ется от времени достижения нулевой концен-
трации, как того требует модель Санда. Та-
ким образом, переходное время, рассчитан-
ное по уравнению Санда (τSand) для слу-
чая постоянного коэффициента диффузии,
должно соответствовать времени (τnum calc)
достижения точки перегиба на кривой ∆φ (t),
рассчитанной численно по модели (1.7),
(1.14), (2.5), (2.18), (3.2), (3.3)–(3.7). Действи-
тельно, как видно из таблицы, при доста-
точно частом разбиении обедненного ДПС
на узлы, τnumcalc только на доли процента
отличается от τSand. Отметим, что толщина
ДПС, задаваемая в таких расчетах, долж-
на быть достаточно большой, чтобы обес-
печить условие равенства нулю производ-
ной ∂c(−δ, t)/∂x, как того требует граничное
условие (3.2) в модели Санда.

На рис. 5 показана зависимость расчет-
ного переходного времени τ от числа узлов
NS в диффузионном слое. Поскольку кон-
центрация у поверхности мембраны вблизи
переходного времени становится малой (при-
мерно в 106 раз меньше концентрации в объ-
еме раствора), требуется достаточно высокая
точность вычислений. Относительная ошиб-
ка расчета пограничной концентрации долж-
на быть малой, чтобы обеспечить приемле-
мую точность для расчета скачка потенциала
согласно уравнению (3.5). Для дальнейших
расчетов было выбрано NS = 600, при кото-
ром различие в расчете переходного време-
ни при использовании численного метода и
аналитического уравнения Санда составило
0,28% (для условий, указанных в подписи к
рис. 5).

Учет зависимости коэффициента диффу-
зии от концентрации, осуществляемый с по-
мощью уравнения Нернста–Хартлея (2.18),
приводит к меньшим значениям переход-
ного времени по сравнению со случаем
D = D0 = const (рис. 4). Это объясняется
тем, что при использовании уравнения (2.18)
значения D меньше, чем D0. При подста-
новке в уравнение Санда значений D < D0

переходное время уменьшается. Представля-
ет интерес нахождение эффективных зна-
чений коэффициента диффузии Def , под-
становка которых в уравнение Санда дает
верное значение τ . Величину τ для задан-
ной концентрации можно рассчитать числен-
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Рис. 4. Хронопотенциограмма (а) и ее производная по времени (b) для анионообменной мембраны
АМХ в растворе 0,1 М NaCl при плотности тока i=23,89 мА см2. Точки — экспериментальные
данные [23]; сплошные кривые 1 и 1′ рассчитаны с учетом зависимости D(c); кривая 2 — при
D = D0; расчет кривой 1′ сделан в предположении, что измерительный капилляр в обедненном

растворе находится на расстоянии 5 мкм от поверхности мембраны. Во всех случаях эффективное
число переноса ионов Cl в мембране принято равным 0,987

но, применяя описанную выше модель. Да-
лее Def можно найти из уравнения Санда
как величину, обеспечивающую значение τ ,
найденное из численного расчета при дан-
ной концентрации раствора. Эти результаты
можно аппроксимировать многочленом

Def = D0

(
− 0, 0859c

3/2
0 + 0, 4138c0−

− 0, 4184c
1/2
0 + 1, 61

)
. (3.8)

На рис. 4а представлено сравнение экспери-
ментальной зависимости скачка потенциала
от времени для случая 0,1 М раствора NaCl и
плотности тока i = 23, 89 мА см2. Теоретиче-

ские кривые рассчитаны с учетом и без уче-
та зависимости D(c). Видно, что при исполь-
зовании приближения D(c) = D0 теорети-
ческое переходное время существенно боль-
ше экспериментального. Если же в уравнение
Санда подставить Def = 1, 52× 10−5 см2 с−1
и T1 = 0, 987, то получим τ = 13, 3 c, отвеча-
ющую экспериментальному значению, най-
денному по максимуму производной dU/dt
(рис. 4б).

Заключение

На основании 1D и 2D численного моде-
лирования показано, что поскольку на гра-



Численный анализ уравнений Пирса и Санда для моделирования переноса. . . 71

Рис. 5. Зависимость расчетного переходного времени τ от числа узлов NS в диффузионном слое.
Значение τ , полученное из уравнения Санда (1.3), показано прямой линией. Случай 0,05 M NaCl,

плотность тока i = 11, 25 мА см−2

нице раздела фаз при приближении к пре-
дельному состоянию концентрация обеднен-
ного раствора стремится к нулю, в уравне-
нии Пирса следует брать величину коэффи-
циента диффузии электролита, отвечающую
бесконечно разбавленному раствору. В то же
время толщина нернстовского диффузионно-
го слоя при равных гидродинамических усло-
виях является функцией концентрации рас-
твора. В случае ламинарного установившего-
ся течения между двумя гладкими мембра-
нами без сепаратора вид зависимости δ от
длины канала и скорости течения раствора
такой же, как и в известном уравнении Ле-
века: δ = kY 1/3. Однако величина коэффи-
циента пропорциональности k в случае пе-
ременного коэффициента диффузии больше,
чем в уравнении Левека, при выводе которо-
го коэффициент диффузии принимается по-
стоянным. δ растет с увеличением концен-
трации раствора, что равносильно уменьше-
нию коэффициента массопереноса.

В случае хронопотенциометрии показано,
что с помощью численного моделирования
можно найти эффективное значение коэф-
фициента диффузии, подстановка которого
в уравнение Санда дает верное значение пе-
реходного времени. Показано, что учет за-
висимости коэффициента диффузии от кон-
центрации раствора электролита позволяет
существенно улучшить согласие расчетной и
экспериментальной хронопотенциограмм.
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