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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ТЕСТИРОВАНИЕ ЗАДАЧИ МАТЕМАТИЧЕСКОГО
МОДЕЛИРОВАНИЯ ИЭФ В «АНОМАЛЬНЫХ» РЕЖИМАХ

Сахарова Л.В.1

ASYMPTOTIC TESTING THE PROBLEM OF MATHEMATICAL MODELING BY ANOMALOUS
IEF-REGIMEN
Sakharova L.V.

The article is devoted to asymptotic testing the problem of mathematical modeling by
“anomalous-regimen” Isoelectric Focusing (IEF) aqueous solution of ampholytes in natural pH-
gradients. The existence of “anomalous-regimen” with transformation the classical Gaussian
distribution to the anomalous delta-shaped distribution is shown.
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Введение

В настоящей работе асимптотическими
методами исследована задача математиче-
ского моделирования изоэлектрического фо-
кусирования (ИЭФ) амфолитов (амфотер-
ных аминокислот) в естественных градиен-
тах рH. ИЭФ является одним из наиболее
универсальных современных методов био-
электрохимии, применяемых для фракцио-
нирования многокомпонентных биохимиче-
ских смесей.

Математическое моделирование ИЭФ
имеет существенное значение не только для
оптимизации практического эксперимента,
но и для теоретического изучения процес-
сов, протекающих в электрофоретической
камере (ЭК). Важным направлением иссле-
дований является изучение так называемых
«аномальных» режимов, зафиксированных
рядом исследователей для систем ИЭФ при
сверхвысоких плотностях тока [1–3].

Следует учесть, что классическая гипоте-
за о гауссовском распределении концентра-
ций аминокислот с самого момента своего
создания вызывает активные споры [4]. В
недавно опубликованных работах [1–3] пред-
ставлены результаты, ставящие под сомнение
его универсальность: профили концентраций
амфолитов в них имеют деформированный,
«прямоугольный» вид. Численный экспери-

мент указывает на существование «аномаль-
ных» (не гауссовских) режимов, возникаю-
щих при переходе плотности электрического
тока J через некоторые критические «сверх-
высокие» значения.

Автором получены деформированные
профили концентраций при численном ис-
следовании целого класса систем ИЭФ [5].
Возникает вполне закономерный вопрос: не
являются ли «аномальные режимы» (труд-
нодостижимые на практике в результате пе-
регрева ЭК) результатом систематического
накопления вычислительной погрешности?
Поэтому большое значение имеет провер-
ка построенных численных моделей на со-
ответствие исходной краевой задаче путем
построения асимптотик. Существенный ин-
терес представляет также выявление физи-
ческого смысла обнаруженного явления.

Решению перечисленных задач и посвя-
щена данная статья.

1. Физическая постановка задачи

В электрофоретическую камеру (ЭК),
представляющую собой цилиндр длиной l и
радиусом r, помещен водный раствор N ам-
фолитов в исходных количествах mk. Для
каждого из амфолитов известны его констан-
ты диссоциации pK(k)

1 , pK(k)
2 , а также коэф-

фициент миграции µk. Температура T внут-
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ри ЭК считается постоянной. Под воздей-
ствием постоянного тока плотности J в ЭК
сформировался равновесный градиент pH.
Предполагается, что реакции диссоциации k-
го амфолита в растворе описываются уравне-
ниями:

NH+
3 RCOOH ⇔ NH2RCOOH +H+,

NH2RCOOH ⇔ NH2RCOO
− +H+;

где NH+
3 RCOOH, NH2RCOO

−,
NH2RCOOH — положительный, отрица-
тельный и «нейтральный» ионы амфоли-
та с молярными концентрациями ξk1 , ξk−1,
ξk0 , соответственно. Аналитическая концен-
трация амфолита определяется формулой
ξk = ξk1 + ξk0 + ξk−1. В равновесном состоянии
концентрации рассмотренных ионов амфо-
лита связаны с его аналитической концен-
трацией следующими соотношениями:

ξk1 = αk1ξk, ξk−1 = αk−1ξk,

ξk0 = (1− αk1 − αk−1)ξk,

αk1 =
H2

K
(k)
1 K

(k)
2 +K

(k)
1 H +H2

,

αk−1 =
K

(k)
1 K

(k)
2

K
(k)
1 K

(k)
2 +K

(k)
1 H +H2

,

где αk1 и αk−1 — степени диссоциации амфоли-
та, Н — концентрация ионов водорода. Кон-
центрация гидроксил-ионов связана с кон-
центрацией ионов водорода посредством со-
отношения

OH =
k2w
H
,

где k2w = 10−14 — ионное произведение воды.
Сформулированной физической зада-

че соответствует математическая интегро-
дифференциальная задача, включающая в
себя уравнение потока концентрации, обоб-
щенный закон Ома, уравнение электроней-
тральности, а также условие неизменности
количества амфолита в ЭК. Численное ре-
шение такой задачи затруднительно в си-
лу громоздкости используемых дифферен-
циальных и алгебраических уравнений, а
также необходимости применять интеграль-
ные условия для определения неизвестных
функций. Тем не менее, для сравнительно
небольших значений J указанная задача без
труда решается численно и дает гауссовы

распределения концентраций [6, 7]. Однако,
для достаточно больших значений плотно-
сти электрического тока J задача становит-
ся жесткой, то есть имеется малый параметр
перед старшими производными, в результа-
те чего возникает аномальное распределение
концентраций.

2. Математическая постановка задачи
и ее численная реализация

В работе установлено, что посредством
замен

H = kwe
ψ, ξk = сkϕk(ψ) (2.1)

задача сводится к обычной краевой задаче:

ϕk(ψ) = δk + ch(ψ − ψk); (2.2)

−εс′k +
ϕ′k
ϕk

сk
J

γ
= 0; (2.3)

n′k = сkϕk(ψ); (2.4)

γ =
N∑
k=1

µk

(
ϕ

′′
k −

ϕ
′2
k (ψ)

ϕk(ψ)

)
сk+

+ µ ch (ψ − ψ0) ; (2.5)

ψ =
1

2
ln


1 +

N∑
k=1

сk exp (ψk)

1 +
N∑
k=1

сk exp (−ψk)

 ; (2.6)

nk(0) = 0; (2.7)

nk(l) = mk; k = 1, 2, . . . , N, (2.8)

где

ψk =
1

2
ln

(
K

(k)
1 K

(k)
2

k2w

)
,

δk =
1

2

√√√√K
(k)
1

K
(k)
2

, ε =
RT

F
,

При записи системы (2.1)–(2.8) использова-
ны соотношения для разностей степеней дис-
социации амфолитов

αk1 − αk−1 =
sh (ψ − ψk)

δk + ch (ψ − ψk)
=
ϕ′k (ψ)

ϕk (ψ)
. (2.9)

В процессе численного решения выясни-
лось, что накопление вычислительной по-
грешности нередко приводит к выходу на
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неверные, лишенные физического смысла ре-
шения. В связи с этим, численное интегриро-
вание задачи потребовало проведения пред-
варительных преобразований и создания спе-
циальных алгоритмов решения.

На первом этапе был осуществлен пере-
ход к экспоненциальной форме решения для
исключения отрицательных (лишенных фи-
зического смысла) решений

сk = bk exp (Fk(x)/ε) , (2.10)

k = 1, 2, . . . , N,

где bk — постоянный параметр, и построе-
на начально-краевая задача для новой неиз-
вестной функции Fk(x). На втором этапе бы-
ли построены алгоритмы численного реше-
ния краевой задачи на базе методов Рунге–
Кутта, модифицированного метода Ньюто-
на для систем нелинейных алгебраических
уравнений, а также метода движения по па-
раметру. Третий этап включал в себя состав-
ление и отладку программы на языке Turbo
Pascal 7.0 с использованием стандартного мо-
дуля Graph. Результатом работы программы
для каждой конкретной системы ИЭФ яв-
лялась серия рисунков, позволяющих иссле-
довать зависимость профилей концентраций
амфолитов, рH и проводимости ЭК от плот-
ности тока в широком диапазоне ее измене-
ния.

3. Необходимость тестирования
модели в «аномальных» режимах

При низких и средних плотностях то-
ка построенная модель приводит к резуль-
татам, имеющим качественное соответствие
с классическими математическими моделя-
ми ИЭФ. Получаемые профили концентра-
ций амфолитов соответствует стандартным
гауссовским распределениям.

Однако при достижении некоторой кри-
тической плотности тока система входит в
так называемый «аномальный» режим. Вна-
чале максимумы на профилях концентраций
трансформируются в «плато», а затем сами
профили приобретают прямоугольный или
«дельтообразный» вид; градиенты рH и sp
при этом имеет ступенчатую форму. На ос-
новании численных результатов, полученных
для ряда систем ИЭФ, можно сделать вывод:
при переходе от высоких к «сверхвысоким»
плотностям гауссовские кривые трансформи-
руются в иное распределение.

Полученные результаты являются прин-
ципиально новыми. Возникает закономерный
вопрос: не является ли «аномальный ре-
жим», наблюдаемый на графиках, результа-
том накопления вычислительной погрешно-
сти (например, в методе Рунге–Кутта)?

Для проверки адекватности численной
модели исходной математической задаче бы-
ли использованы три метода тестирования.

4. Тестирование решения
асимптотическим методом

Первоначально был использован асимп-
тотический метод тестирования. Для функ-
ции Fk(x) из (2.10) были получены соотно-
шения

Fk(0) = ε ln c0k − J
k−1∑
i=1

hiΦk

(
ϕi, c

0
i

)
, (4.1)

где

Φk

(
ψi, c

0
i

)
=

sh (ψi − ϕk)
δk + ch (ψi − ψk)

×

× 1

µic0i + 2kwµ ch (ψi − ψ0)
, (4.2)

c0k =
mk

hk (δk + 1)
, hk =

mkL
N∑
i=1

hi

. (4.3)

Значения Fk(0), получаемые в процессе
работы основной программы, сравнивались с
асимптотическими значениями Fk(0), вычис-
ленными по формулам (4.1)–(4.3).

5. Тестирование решения методом
касательных

Кроме того, для тестирования задачи был
использован метод касательных, основанный
на «растяжении» графика вдоль оси абсцисс
путем замены переменной t = x/ε. При этом
точка пересечения профилей k − 1-го и k-го
амфолитов (ξk−1(0) = ξk(0)) была принята за
новое начало координат. Тогда для функций
ck−1, ck и ψ на основании формул (2.1)–(2.8)
была получена следующая краевая задача:

1

ck

dck
dt

=
ϕ′k
ϕk

J

γ
, (5.1)

1

ck−1

dck−1
dt

=
ϕ′k−1
ϕk−1

J

γ
, (5.2)
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γ = µk

(
ϕ′′k −

ϕ
′2
k

ϕk

)
сk+

+ µk−1

(
ϕ′′k−1 −

ϕ
′2
k−1

ϕk−1

)
сk, (5.3)

ckϕ
′
k + ck−1ϕ

′
k−1 = 0, (5.4)

сk−1(−∞) = S0
k−1, ck(−∞) = 0, (5.5)

ψ(−∞) = ψk−1, (5.6)

ck−1(+∞) = 0, ck(+∞) = S0
k , (5.7)

ψ(+∞) = ψk. (5.8)

Оказалось, что графическое решение постро-
енной задачи может быть найдено в виде ка-
сательных к графикам функций ξk−1, ξk, ψ в
точке t = 0:

ξk(t) = ξk(0) + ξ′k(0)t, ψ = ψ (0) + ψ′ (0) t.

Решение задачи (5.1)–(5.8) с использованием
краевых условий показало, что для постро-
ения графической аппроксимации профилей
концентраций можно использовать следую-
щий алгоритм:

1. Найти S0
k и xk из соотношений

S0
k = M/L, M =

N∑
i=1

mi,

xk =

k∑
i=1

hi, hi = Lmi/M ;

(5.9)

2. Определить ψ (xk) из уравнения

ϕ′k−1 (ψk)ϕk (ψk) +

+ ϕ′k (ψk)ϕk−1 (ψk) = 0. (5.10)

3. Рассчитать величины:

сl =
0,5S0

l

ϕl (ψk)
, el (ψ) =

ϕ′l (ψ)

ϕl (ψ)
, (5.11)

l = k − 1, k,

γ (ψk) = µk

(
ϕ′′k −

ϕ
′2
k

ϕk

)
сk+

+ µk−1

(
ϕ′′k−1 −

ϕ′2k−1
ϕk−1

)
сk

∣∣∣∣∣
ψ=ψk

, (5.12)

Φ (ψk) =
ek (ψk)− ek−1 (ψk)

e′k (ψk)− e′k−1 (ψk)
, (5.13)

Rk (ψk) = γ (ψk) [Φ (ψk)− 1/ek−1 (ψk)] .

4. Найти xk1 и xk2 на основании формул

xk1 = xk + 0,5∆tkε,

xk2 = xk − 0,5∆tkε.
(5.14)

5. Провести касательные через точ-
ки Mk

1

(
xk1, S

0
k

)
, Mk

2

(
xk2, 0

)
и Mk+1

1

(
xk1, 0

)
,

Mk+1
2

(
xk2, S

0
k

)
.

Аналогично осуществлялось построение
графической аппроксимации ψ.

6. Условие выхода системы на
аномальный режим

С помощью п. 5 описанного алгоритма
была получена формула для критической
плотности тока, при переходе через которую
гауссовская кривая начинает трансформиро-
ваться в «дельтообразную», а значит, систе-
ма выходит на «аномальный» режим

J > Jkr =

=
εγ (ψk)R (ψk)ϕ (ψk) (xk − zk)
σ2k
(
0,5Ekϕ (zk) + ϕ′k (zk) Φk

) , (6.1)

где

Ek = exp

(
(xk − zk)2

2σ2k

)
, (6.2)

zk = xk + 0,5hk+1, σk =
mk√
2πS0

k

.

7. Асимптотические формулы для
«аномальных» режимов

Построение асимптотического решения
осуществлялось в несколько этапов. Перво-
начально было осуществлено исключение из
системы переменной x, посредством перехо-
да в уравнении (2.3) к производной по ψ. В
результате система уравнений (2.1)–(2.8) бы-
ла сведена к виду, формально не зависящему
от переменной x.

На втором этапе работы неизвестная
функция ξk была представлена в виде ряда
ξk = ak + 2k · bk + . . . по степеням k. Для
слагаемого нулевого порядка была получена
относительно простая система дифференци-
альных уравнений.

На третьем этапе был выполнен ряд
преобразований, обеспечивших максималь-
ное упрощение системы. При этом система N
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Таблица 1

№ Амфолит pK
(k)
1 pK

(k)
2 pI ∆pK Коэффициенты

подвижности ×104

1 His−His 6,80 7,80 7,30 1,00 1,49
2 His−Gly 6,27 8,57 7,42 2,30 2,40
3 His 6,00 9,17 7,59 3,17 2,85
4 β −Ala−His 6,83 9,51 8,17 2,68 2,30
5 Tyr −Arg 7,55 9,80 8,68 2,25 1,58

дифференциальных уравнений свелась к од-
ному дифференциальному уравнению в пол-
ных дифференциалах.

Далее из условия интегрируемости da01
было получено решение исходной системы
при ψ ∈ [ψn, ψn+1]:

a0n = −a0
θn+1

θn − θn+1
,

a0n+1 = a0
θn

θn − θn+1
, (7.1)

a0k = 0, k 6= n, n+ 1,

где

θk(ψ) =
ϕ′k(ψ)

ϕk(ψ)
.

Наконец, был выполнен возврат к пере-
менной x

dx

dψ
=
εa0
J

µnθ
′
nθn+1 − µn+1θnθ

′
n+1

θn − θn+1
×

×
(

1 +
θ′nθn+1 − θnθ′n+1

θn+1θn (θn − θn+1)

)
. (7.2)

Электрохимический смысл полученных
формул выявляется после сравнения уравне-
ния (7.1) с (2.9). Оказывается, концентрации
амфолитов в аномальном режиме выража-
ются через разности их степеней диссоциа-
ции

ξn = −a0
αn+1
1 − αn+1

−1(
αn1 − αn−1

)
−
(
αn+1
1 − αn+1

−1
) ,

ξn+1 = a0
αn1 − αn−1(

αn1 − αn−1
)
−
(
αn+1
1 − αn+1

−1
) .

Как следует из формулы (7.2), градиент кон-
центрации водорода в ячейке также являет-
ся функцией разности степеней диссоциации
и собственно концентрации ионов водорода.

8. Результаты и их интерпретация

В расчетах были использованы харак-
теристики амфолитов-носителей, приведен-
ные в [4] (табл. 1). Расчеты проводились в
следующих предположениях: длина ячейки
l = 2 (дм); радиус ячейки r = 0,2 (дм);
T = 298 (◦К). Плотность тока измерялась в
А/(дм. кв.).

Была исследована система из пяти амфо-
литов с pH > 7: His −His, His − Gly, His,
β−Ala−His, Tyr−Arg. Количества всех ам-
фолитов были одинаковы, Mk =0,1 (моль).

Как видно из графиков, полученных в ре-
зультате численного решения системы (2.1)–
(2.8) и приведенных на рис. 1–2, при сред-
них плотностях тока наблюдается типич-
ная картина ИЭФ. При плотности тока
J = 0,007 (рис. 1) все пять амфолитов
достигли изоэлектрического состояния, про-
филь β − Ala − His имеет вид стандартно-
го гауссовского распределения, в то время
как на профилях His − Gly и His наблю-
дается определенная асимметрия, вызван-
ная неравномерностью распределения pK(k)

1 ,
pK

(k)
2 . График рHмонотонно возрастает, в то

же время проводимость убывает. При плот-
ности тока J = 0,027 (рис. 2) на вершинах
профилей Tyr − Arg и β − Ala − His появ-
ляются «плато», означающие выход системы
на «аномальный» режим. На рис. 3 можно
видеть, что при плотности тока J = 0,075
уже на профилях концентраций всех амфо-
литов, кроме His−Gly, имеются «плато» на
вершинах. Графики рH и проводимости при-
обретают отчетливый ступенчатый вид.

На рис. 4 приведены графические ап-
проксимации «аномальных» профилей кон-
центраций для плотности тока J = 0,075,
построенные по формулам (5.9)–(5.14). Мож-
но видеть, что имеет место высокая точ-
ность графических приближений, что явля-
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Рис. 1

Рис. 2
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Рис. 3

Рис. 4
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Рис. 5

ется подтверждением адекватности числен-
ной модели исходной задаче.

Наконец, на рис. 5 приведен сравнитель-
ный график «аномальных» расчетных кри-
вых для плотности тока J = 0,093 (черный
цвет) и кривых, построенных по асимптоти-
ческим формулам (6.1)–(6.2) (серый цвет).
Имеется практически полное совпадение гра-
фиков, кроме вершины профиля His − Gly,
на котором «плато» еще не проявилось.

При дальнейшем увеличении плотности
тока имело место полное расслоение амфо-
литов на примыкающие друг к другу прямо-
угольные области, внутри которых рH и про-
водимость постоянны. Кроме того, наблюда-
лось практически полное совпадение асимп-
тотик с расчетными кривыми.

Асимптотическое тестирование на основе
формул (4.1)–(4.3) также служит основани-
ем для вывода о корректности построенной
численной модели. Результаты его представ-
лены в табл. 2.

Как показывает сравнение асимптотиче-
ских значений Fk(0) с расчетными, чем выше
плотность тока, тем выше степень совпаде-
ния расчетных и асимптотических значений.
Если для плотности тока J = 0,075 наблюда-
лось расхождение на единицу в первом раз-
ряде, то для J = 0,347 расхождение имеет
место в первом разряде после запятой. На-

конец, для J = 1,307 точность совпадения
составляет 10−4 для всех значений.

9. Выводы

1. Об адекватности модели исходной
задаче. Тестирование, проведенное с помо-
щью трех асимптотических моделей, позво-
ляет сделать вывод, что численная модель
полностью соответствует исходной краевой
задаче (2.1)–(2.9). Погрешности применен-
ных численных методов не оказывают прин-
ципиального влияния на результаты вычис-
лений.

2. Об аномальных режимах ИЭФ.
Модель позволяет исследовать динамику
ИЭФ при высоких плотностях тока, трудно-
реализуемых в эксперименте. Проведенные
расчеты показывают, что при достижении
некоторой критической плотности тока про-
фили концентраций амфолитов теряют сход-
ство с гауссовским распределением: внача-
ле максимумы на них трансформируются в
«плато», а затем сами профили приобрета-
ют вид прямоугольников, вплотную примы-
кающих друг к другу. Градиент рH при этом
имеет ступенчатый вид. Таким образом, при
высоких плотностях тока система функцио-
нирует в «аномальном» режиме, для кото-
рого характерны «дельтообразные» профи-
ли концентраций амфолитов. Как показа-
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Таблица 2

J = 0,075 Расчетные Асимптотические
F1(0) −0,0066864 −0,0072057
F2(0) −0,0091958 −0,1321356
F3(0) −0,2125067 −0,2679040
F4(0) −2,9209963 −3,3555129
F5(0) −10,3920329 −11,864537

J = 0,347 Расчетные Асимптотические
F1(0) −0,0066864 −0,0067035
F2(0) −0,2951293 −0,3243769
F3(0) −0,7671985 −0,7910892
F4(0) −13,3475905 −13,187091
F5(0) −47,9548238 −47,272132

J = 1,307 Расчетные Асимптотические
F1(0) −0,0067712 −0,0067679
F2(0) −1,0472041 −1,0471994
F3(0) −2,7635703 −2,7635745
F4(0) −50,2134548 −50,213453
F5(0) −180,505632 −180,505631

ло асимптотическое исследование, распреде-
ление двух соседних амфолитов на отрезке
между их изоэлектрическими точками зави-
сит лишь от параметров двух ближайших
«соседей» по изоэлектрическим точкам и вы-
ражается через разности констант диссоциа-
ции.

3. Об искажениях гауссовского рас-
пределения. Как показал численный экс-
перимент, существенные искажения гауссов-
ского распределения наблюдаются в случае
неравномерности распределения амфолитов
по pK(k)

1 , pK(k)
2 . В случае «абстрактных» си-

стем амфолитов с равномерным шагом по
константам диссоциации наблюдались клас-
сические гауссовские кривые.

4. О практическом применении мо-
дели. Важнейшим условием высокой разре-
шающей способности метода является моно-
тонность рH и проводимости внутри ЭК. В
процессе численного эксперимента выявлено,
что более пологие графики рH и проводи-
мости в ЭК могут быть получены путем вы-
бора амфолитов с равномерным распределе-
нием констант диссоциации, а также с мак-
симально близкими коэффициентами мигра-
ции. Кроме того, построенная модель поз-
воляет осуществлять прогнозирование дина-
мики ИЭФ для случая отдельной электро-
химической системы и подбирать оптималь-
ную плотность тока, обеспечивающую высо-

кую разрешимость. Таким образом, постро-
енная модель может быть использована для
оптимизации практического эксперимента.
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