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ОБ ОСОБЕННОСТЯХ ОДНОМЕРНОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ ДВИЖЕНИЯ
КРОВИ1

Ватульян А.О.2, Клевчишкина Н.В.3

ABOUT THE SINGULARITIES OF THE ONE-DIMENSIONAL SIMULATION OF BLOOD FLOW
Vatulyan A.O., Klevchishkina N.V.

On the basis of one-dimensional model the nonlinear second order differential equation is
studied describing the perturbations of the radius of blood vessel walls. A solution of this
equation, expressed in terms of Jacobi elliptic functions, is presented. The research of solutions
depending on the speed of the wave with the corresponding graphical dependences is carried
out. The linearization of the problem is implemented and the comparative analysis of linear
and nonlinear models is presented.
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Введение

Задача моделирования течения жидкости
в крупных кровеносных сосудах, поставлен-
ная достаточно давно, весьма актуальна и в
настоящее время. Это в первую очередь свя-
зано с совершенствованием математических
моделей, учетом тех или иных факторов. Те-
чение крови в системе кровообращения в об-
щем случае описывается трехмерными неста-
ционарными уравнениями для вязкой ненью-
тоновской жидкости совместно с уравнения-
ми динамики эластичных оболочек сосудов.
На практике решение таких многомерных за-
дач сопряжено с высокими затратами вы-
числительных ресурсов, что влечет за со-
бой необходимость использования упрощен-
ных моделей для оценки интегральных гемо-
динамических характеристик. Одномерные
модели предполагают работу с осредненны-
ми по поперечному сечению потока гемоди-
намическими параметрами. Многие исследо-
ватели в области гидродинамики кровооб-
ращения рассматривали задачу о движении
жидкости по трубкам с тонкими эластичны-
ми стенками [1]. В течение последнего де-
сятилетия в рамках одномерной теории бы-

ло получено немало аналитических резуль-
татов, описывающих распространение возму-
щений в жидкости и характерные режимы
течения. В [2] изучено семейство одномер-
ных нелинейных систем, моделирующее рас-
пространение импульса в крови, с помощью
численных методов проведено тестирование
предложенных моделей. Дж.Т. Оттесен [3]
исследовал в том числе и трубку с упруги-
ми свойствами стенки, на основе одномер-
ной теории им были получены не только чис-
ленные, но и аналитические результаты. Ра-
бота [4] посвящена исследованию движения
жидкости в аксиально-симметричном сосу-
де, показана связь скорости волны с толщи-
ной стенки, изучено поле течения жидкости
в аорте. Бокерия Л.А., Кириллова И.В. и
др. [5] решали задачу моделирования кро-
вотока в сонной артерии человека с помо-
щью метода конечного элемента. В ряде ра-
бот [6, 7] подчеркивается необходимость уче-
та нелинейных эффектов, возникающих при
движении крови в сосудах и определяющих
особенности ее движения. Цель данной ра-
боты состоит в учете нелинейной упругости
стенок крупных сосудов и оценке этого фак-
тора.
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1. Постановка задачи

Рассматривается течение жидкости в
аксиально-симметричной эластичной труб-
ке при следующих допущениях: жидкость
несжимаема, плотность стенки трубки посто-
янна, деформация трубки характеризуется
изменением её радиуса, радиус трубки зави-
сит от координаты и времени; деформации
стенки трубки и её толщина малы по сравне-
нию с радиусом, а характерные длины вол-
новых процессов много больше равновесного
радиуса; давление жидкости в потоке одина-
ково по всему сечению трубки и зависит от
координаты и времени.

В работе [8] приведен вывод уравнения
движения стенки трубки, основанный на
принципе наименьшего действия, связыва-
ющего между собой давление в жидкости
P (x, t) и возмущения радиуса стенки труб-
ки η (x, t). В пренебрежении вязкостью мате-
риала стенки трубки и вязкостью жидкости
оно имеет вид

P − Pe = ρwh0
∂2η

∂t2
−

− kh0
∂2η

∂x2
+
κh0
R0

η +
κ2h0
R2

0

η2,

κ =
E

R0 (1− ν2)
, κ2 = κ1R0 − 2κ,

где Pe — постоянное давление, действую-
щее на внешнюю поверхность трубки; ν, E,
ρw — соответственно коэффициент Пуассона,
модуль Юнга и объемная плотность стенки
трубки, h0 — толщина невозмущенной стен-
ки, R0 — равновесный радиус трубки, k — ко-
эффициент продольного напряжения стенки,
κ — коэффициент линейной упругости, ха-
рактеризующий растяжение элемента труб-
ки, κ1 — коэффициент нелинейной упругости
(квадратичная поправка к закону Гука).

Далее будут использованы также сле-
дующие обозначения: u = u (x, t) — сред-
няя по сечению осевая компонента скорости,
S = S (x, t) — площадь поперечного сечения
трубки, ρ — плотность жидкости, l — длина
трубки, c0 — скорость Моенса и Кортевега.

В настоящей работе на начальном эта-
пе ограничимся анализом нелинейных волн
в длинноволновом приближении и при боль-
ших числах Рейнольдса. Такое приближение
является справедливым для средних и круп-
ных артерий [9].

Система уравнений в безразмерных пере-
менных для описания одномерного течения
жидкости в аксиально-симметричной эла-
стичной трубке при сделанных предположе-
ниях примет вид:

∂S

∂t
+
∂ (Su)

∂x
= 0, (1.1)

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+

1

α

∂P

∂x
= 0, (1.2)

S =
(
1 +

η

2

)2
, (1.3)

P = 1 + γ
∂2η

∂t2
− β ∂

2η

∂x2
+ αη + λη2. (1.4)

Здесь для удобства записи введены следую-
щие безразмерные переменные и параметры:

t =
l

c0
t′, x = lx′, u = c0u

′,

η =
R0

2
η′, S = πR2

0S
′, P = PeP

′,

α =
ρc20
Pe

, β =
kh0R0

2P0l2
,

γ =
ρwh0R0c

2
0

2P0l2
, λ =

κ2h0
4P0

.

Исследование представленной системы нач-
нем с отыскания стационарных решений.

2. Отыскание стационарных решений

Введём в рассмотрение переменную
θ = x − wt и будем отыскивать решения
системы (1.1)–(1.4), зависящие только от пе-
ременной θ. Тогда из (1.1) получим

−wS′ + (Su)′ = 0,

откуда легко найти первый интеграл

S(u− w) = a1. (2.1)

Из (1.3) имеем

−wu′ + uu′ +
1

α
P ′ = 0. (2.2)

Первый интеграл уравнения (2.2) также лег-
ко находится и имеет вид

−wu+
u2

2
+

1

α
P = a2. (2.3)

Уравнение движения (1.4) с учетом замены
переменных приводится к виду

P = 1 + w2γη′′ − βη′′ + αη + λη2. (2.4)
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Из формул (1.3) и (2.1) получим связь между
осевой компонентой скорости и возмущением
радиуса стенки следующего вида

u = w +
a1(

1 + η
2

)2 .
Подставив последнее соотношение в (2.4) и
преобразовав, получим обыкновенное диф-
ференциальное уравнение второго порядка
относительно возмущений радиуса

A1η
′′ +A2η +A3η

2 =

= a2 −
1

α
+ w

(
w +

a1(
1 + η

2

)2
)
−

− 1

2

(
w +

a1(
1 + η

2

)2
)2

, (2.5)

A1 =
γw2 − β

α
, A2 = 1, A3 =

λ

α
.

Отметим, что коэффициенты уравнения
(2.5) зависят от нескольких параметров a1,
a2, w, существенно влияющих на структуру
решения.

3. Редукция. Солитонное решение

Принимая во внимание малые возмуще-
ния радиуса стенки η (x, t), разложим пра-
вую часть уравнения (2.5) в окрестности ну-
ля, пренебрегая слагаемыми порядка η3 и вы-
ше. Придем к уравнению второго порядка

A1η
′′ = B0 +B1η +B2η

2, (3.1)

где

B0 = a2 −
1

α
+
w2

2
− a21,

B1 = −A2 + a21, B2 = −A3 −
5

4
a21.

В (3.1) сделаем замену η′ = p (η) и проин-
тегрируем это уравнение. Получим

A1
p2

2
= B0η +B1

η2

2
+B2

η3

3
+ a3

или (
η′
)2

=
2B2

3A1
η3 +

B1

A1
η2 +

2B0

A1
η +

2a3
A1

.

Правая часть последнего уравнения пред-
ставляет собой кубический многочлен и все-
гда допускает разложение на множители. Ис-
ходя из этого, запишем(
η′
)2

=
2B2

3A1
(η − α1) (η − α2) (η − α3) , (3.2)

где α1 < α2 < α3.
Сделав в (3.2) замену η − α3 = −ϕ, нахо-

дим, что уравнение для ϕ имеет вид(
ϕ′
)2

=
2B2

3A1
ϕ (α3 − α2 − ϕ) (α3 − α1 − ϕ) .

Полагая далее ϕ = (α3 − α2)ψ
2, получим

(
ψ′
)2

=
B2

6A1
(α3 − α1)×

×
(
1− ψ2

) (
1−K2ψ2

)
, (3.3)

K2 =
α3 − α2

α3 − α1
.

Уравнение (ω′)2 =
(
1− ω2

) (
1−K2ω2

)
определяет эллиптическую функцию Якоби
sn (z,K) [10]. Решение (3.3) имеет вид

ψ (θ) = sn

√B2 (α3 − α1)

6A1
θ,K

 ,

таким образом,

η (x− wt) = α3 − (α3 − α2)×

× sn2
√B2 (α3 − α1)

6A1
(x− wt) ,K

 .

Проанализируем полученное решение. Функ-
ция sn (z,K) имеет две предельные формы
sn (z, 0) = sin z и sn (z, 1) = thz.

Функция sn2 (z,K) колеблется между ну-
лем и единицей с периодом 2T , где

T =

1∫
0

dx

((1− x2) (1−K2x2))
1
2

.

Следовательно, η (x− wt) колеблется между
α2 и α3 с периодом 2T√

α3−α1
[11]. При α2, стре-

мящемся к α1, модуль K стремится к едини-
це. В этом предельном случае решение при-
нимает вид

η (x− wt) = α2 + (α3 − α2)×
× sech2

(√
α3 − α1 (x− wt)

)
(3.4)
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Рис. 1 Рис. 2

и описывает импульс с полушириной
(α3 − α2)

−1
2 , амплитуда которого относитель-

но уровня отсчета α2 равна α3 − α2.
С другой стороны, когда α3 стремится к

α2 и K становится малым, получаем стацио-
нарное решение в виде колебаний малой ам-
плитуды. В этом предельном случае

η (x− wt) = α3 − (α3 − α2)×
× sin2

(√
α3 − α1 (x− wt)

)
. (3.5)

Рассмотрим зависимость решения от па-
раметра w. Здесь и далее были выбра-
ны следующие значения параметров, отве-
чающие аорте собаки [1]: Pe = 6 кПа,
ρw = 1, 06 · 106 кг/м3, ρ = 1, 2 · 106 кг/м3,
ν = 0, 499, E = 5 · 105 Н/м2, R0 = 0, 0065 м,
h0 = 6 · 10−4 м, k = 1, l = 0, 1 м.

В зависимости от параметра w будет ме-
няться модуль эллиптической функции K.
На рис. 1 представлены графики функции
η (x− wt) при различных значениях пара-
метра t (сплошной линии соответствует t = 0,
пунктирной — t = 0, 00015, точечной —
t = 0, 0003) при w = 5.

На рис. 2 изображены графики решения
в начальный момент времени при различных
значениях скорости (сплошной линии соот-
ветствует w = 5, 5, пунктирной — w = 6, то-
чечной — w = 6, 5).

Отметим, что с увеличением скорости
возрастает амплитуда волны и период коле-
баний.

Рассмотрим случай w = 7, 5. Тогда α2

стремится к α1, и решение выражается фор-
мулой (3.4) и представляет собой уединенную

волну, его график при t = 0 имеет вид, изоб-
раженный на рис. 3.

4. Сравнение с решением
линеаризованной задачи

Ранее было получено нелинейное диффе-
ренциальное уравнение второго порядка для
возмущений радиуса стенки (2.5). Линеари-
зуем уравнение (2.5) в окрестности нуля и
получим

A1η
′′ = B0 +B1η.

Скорость распространения импульса давле-
ния при течении жидкости в эластичной
трубке, полученная Моенсом и Кортевегом,
имеет вид

с0 =

√
κh0
2ρ

.

В данной работе при выбранных значениях
гемодинамических параметров с0 = 5, 26.

Сравним результаты для линейного и
нелинейного случая. На рис. 4 представлен
график решения линейной и нелинейной за-
дачи в начальный момент времени.

Отметим, что линейная модель достаточ-
но адекватно описывает поведение исследу-
емой функции для внешней части трубки.
Представления для внутренней части трубки
линейной и нелинейной задач сильно отлича-
ются. Таким образом, учет нелинейной упру-
гости стенки позволяет гораздо более точно
описать движение жидкости в упругой труб-
ке.
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Рис. 3

Рис. 4
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