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ОДНОМЕРНЫЕ НЕСТАЦИОНАРНЫЕ ВОЛНЫ В ТОЛСТОСТЕННОЙ
ЭЛЕКТРОМАГНИТОУПРУГОЙ СФЕРЕ1
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ONE-DIMENSIONAL TIME-DEPENDENT WAVES IN A THICK ELECTROMAGNETOELASTIC
SPHERICAL SHELL

Vestyak V.A., Tarlakovsky D. V.

A method for solving time-dependent bound problems of propagation of
electromagnetoelastic waves is used. The linearized problem formulation relative to initial static
electromagnetic field for homogeneous isotropous medium with the absence of piezoelectric
effects taking into consideration Lorentz force is presented. The solution method is described
for one-dimensional problem for a spherical layer. To obtain the solution the Laplace transform
of time and resolution in series, in terms of a small parameter have been used. The latter
characterizes the degree of coherence between elastic properties and electromagnetic field. The
example of the calculation has been introduced.

Keywords: electromagnetoelasticit, time-dependent problems, one-dimensional spherical
waves, Laplace transform.

В настоящее время наименее иссле-
дованными являются нестационарные за-
дачи для моделей, учитывающих связан-
ность напряжено-деформированного состоя-
ния среды с полями немеханической приро-
ды. В статье [1] решена задача о распростра-
нении одномерных связанных электромагни-
тоупругих волн в полупространстве и плос-
ком слое с использованием линеаризованных
уравнений движения однородной изотропной
электромагнитоупругой среды без учета пье-
зоэффектов [2–4]. Ниже этот подход модифи-
цируется для задачи о распространении сфе-
рических волн в толстостенной сфере.

1. Постановка задачи

Рассматриваются радиальные колебания
толстостенной сферы внутреннего и внешне-
го радиусов r = r0 и r = r1. Материал сфе-
ры — электромагнитоупругая среда, в кото-
рой не учитываются пьезоэффекты. Движе-
ние среды описывается линеаризованными

уравнением движения с учетом силы Лорен-
ца и уравнениями Максвелла [2] (все функ-
ции зависят от радиуса r и времени τ ; точка-
ми обозначены производные по τ):

ü =
∂2u

∂r2
+

2

r

∂u

∂r
− 2u

r2
+

+ α

[
ρe0E + E0

(
∂E

∂r
+

2E

r

)]
,

γj = −Ė, j = E + u̇/γ, (1.1)

1

r2
∂
(
r2E

)
∂r

= ρe, Ë + γĖ = −ρe0ü,

где u, j и E — радиальные компоненты век-
торов перемещения, плотности тока и напря-
женности электрического поля; ρe — плот-
ность зарядов; нижние индексы «0» соответ-
ствуют начальным статическим значениям
величин.

Здесь и далее используются следующие
безразмерные величины (при одинаковом на-
чертании они обозначены волной, далее этот
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знак опущен):

r̃ =
r

r0
, τ =

c1t

r0
, r̃1 =

r1
r0
,

ũ =
u

r0
, ρ̃e =

4πρer0
εE∗

,

Ẽ =
E

E∗
, j̃ =

j

σE∗
, c21 =

λ+ 2µ

ρ
,

α =
εE2
∗

4π (λ+ 2µ)
, γ =

4πσr0
εc1

,

где c1 — скорость распространения упругих
волн растяжения-сжатия, E∗ — некоторое ха-
рактерное значение напряженности электри-
ческого поля, σ — удельная проводимость, λ
и µ — упругие постоянные Ламе, t — размер-
ное время, ε — диэлектрическая проницае-
мость среды.

Отметим, что условием одномерности за-
дачи является отсутствие в начальном состо-
янии магнитного поля. Кроме того, величи-
ны E0 и ρe0 должны быть связаны между со-
бой вторым соотношением в (1.1).

В начальный момент времени возмуще-
ния отсутствуют, т.е. имеют место однород-
ные начальные условия:

u|τ=0 = u̇|τ=0 = E|τ=0 = Ė
∣∣∣
τ=0

= 0. (1.2)

Полагаем, что на внутренней поверхно-
сти сферы задано перемещение, а внешняя
поверхность неподвижна

u|r=1 = U0 (τ) , u|r=r1 = 0. (1.3)

Для всех других вариантов граничных
условий применяемый ниже метод решения
начально-краевой задачи (1.1)–(1.3) принци-
пиально не меняется.

2. Решение задачи в пространстве
изображений

Для решения используем преобразование
Лапласа по времени (s — параметр преоб-
разования, верхний индекс L означает изоб-
ражение функции) и из соотношений (1.1) с
учетом условий (1.2) получаем уравнения от-
носительно изображений премещения и на-
пряженности электрического поля

∂2uL

∂r2
+

2

r

∂uL
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−
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2
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+ s2

)
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+ α

[(
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r

)
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∂EL

∂r

]
= 0,

s (s+ γ)EL = −s2ρe0uL.
Эта система сводится к одному уравне-

нию

∂2uL

∂r2
+

(
2

r
− αbρe0E0

)
∂uL

∂r
−

−
(

2

r2
+ s2 + αba

)
uL = 0, (2.1)

EL = −ρe0b (s)uL,

a (r) = ρ2e0 +
2E0

r
ρe0 + E0

dρe0
dr

, (2.2)

b (s) =
s

s+ γ
.

Аналог граничных условий (1.3) в про-
странстве преобразований имеет вид

uL
∣∣
r=1

= UL0 (s) , uL
∣∣
r=r1

= 0. (2.3)

Общее решение уравнения в (2.1) записы-
вается следующим образом:

uL (r, s) =
1

rp(s)
×

×
[
C1 (s)Kν(s) (rs) + C1 (s) Iν(s) (rs)

]
,

p (s) =
1

2
− α E2

0s

s+ γ
,

ν (s) =

√
p2 (s) + 2

(
1 + 3α

E2
0s

s+ γ

)
,

где Kν (z) и Iν (z) — модифицированные
функции Бесселя, C1 и C2 — произвольные
постоянные, которые могут быть определены
из граничных условий (2.3).

Однако найти аналитически оригинал по-
лученного таким образом изображения не
представляется возможным, т.к. параметр
преобразования входит в выражение для по-
рядка функций Бесселя. Поэтому далее вос-
пользуемся методом малого параметра. С
этой целью, выбирая в качестве такового ко-
эффициент α связи электростатического по-
ля и поля перемещений, представляем иско-
мые функции в виде степенных рядов

u (r, τ) =
∞∑
m=0

um (r, τ)αm,

E (r, τ) =

∞∑
m=0

em (r, τ)αm.

(2.4)
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Как следует из соотношений (2.1) и (2.2),
изображения коэффициентов этих рядов яв-
ляются решением следующей рекуррентной
системы уравнений:

eLm = −ρe0b(s)uLm, m > 0, (2.5)
∂2uL0
∂r2

+
2

r

∂uL0
∂r
−
(

2

r2
+ s2

)
uL0 = 0, (2.6)

∂2uLm
∂r2

+
2

r

∂uLm
∂r
−
(

2

r2
+ s2

)
uLm = fm−1 (r, s) ,

fm−1 (r, s) = −
(
ρe0 +

2E0

r

)
eLm−1 − E0

∂eLm−1
∂r

,

m > 1.

Соответствующие граничные условия по-
лучаем после подстановки рядов (2.4) в (2.3)

uL0
∣∣
r=1

= UL0 (s) ,

uLm
∣∣
r=1

= 0, m > 1, (2.7)

uLm
∣∣
r=r1

= 0, m > 0.

Решение уравнения (2.6) имеет вид

uL0 =
1√
r

[
C01 (s)K3/2 (rs)+

C02 (s) I3/ (rs)
]
. (2.8)

Здесь C01 и C02 — произвольные постоян-
ные. Определяя их из соответствующих гра-
ничных условий в (2.7), получаем следующий
результат:

uL0 (r, s) = D−1(s)UL0 (s)B(r1s, rs),

D(s) = B(r1s, s), (2.9)

B(x, y) = R10(x)R10(−y)ey−x−
−R10(−x)R10(y)e

x−y.

Отметим, что функция B обладает свой-
ством

B(y, x) = −B(x, y). (2.10)

В этих равенствах учтено, что функции
Бесселя полуцелого порядка являются эле-
ментарными, а именно, в случае указанного
в (2.8) порядка справедливы равенства [5]:

K3/2 (z) =
1

z3/2

√
π

2
R10 (z) e

−z,

I3/2 (z) =
1

z3/2
√
2π

[
R10 (z) e

−z −R10 (−z) ez
]
,

R10 (z) = z + 1.

Для того чтобы обратить полученное вы-
ражение, аналогично использованному в [1]
подходу разложим функцию D−1(s) в ряд по
экспонентам

1

D(s)
=

= −
∞∑
n=0

Y n(−sr1)Y (s)n

R10(−r1s)R10(s)
e−τ2n+2s, (2.11)

Y (s) =
R10(−s)
R10(s)

,

τn = nh, h = r1 − 1.

Отметим, что этот ряд сходится в некото-
рой правой полуплоскости Re s > β, посколь-
ку здесь

∣∣Y (−sr1)Y (s)e−2hs
∣∣ < 1.

Тогда выражение (2.9) с учетом (2.11)
можно переписать в виде

uL0 (r, s) =

=
sUL0 (s)

r2

∞∑
n=0

[
PLn (r, s)e

−(τ2n−1+r)s−

−QLn(r, s)e−(τ2n+2+1−r)s
]
, (2.12)

где

PLn (r, s) = PLn−1(r, s)Y (−sr1)Y (s) =

= P (r, s)Y n(−sr1)Y n(s),

QLn(r, s) = QLn−1(r, s)Y (−sr1)Y (s) =

= P (−r, s)Y n+1(−sr1)Y n(s),

P (r, s) = PL0 (r, s) =
R10(rs)

sR10(s)
,

QL0 (r, s) = P (−r, s)Y (−sr1).

Последующие коэффициенты в разложе-
ниях (2.3) находим, используя интегральное
представление для перемещений

uLm =

∫ r1

1
GLs (r, ξ, s) fm (ξ, s) dξ. (2.13)

Здесь GLs (r, ξ, s) — функция Грина,
удовлетворяющая краевой задаче (δ (ξ) —
дельта-функция Дирака):

∂2GLs
∂r2

+
2

r

∂GLs
∂r
−
(

2

r2
+ s2

)
GLs = δ (r − ξ) ,

(2.14)

GLs
∣∣
r=1

= 0, GLs
∣∣
r=r1

= 0. (2.15)
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Решение уравнения (2.14) представляем в
виде суммы общего решения и частного ре-
шения GLs∗

GLs (r, ξ, s) = GLs∗ (r, ξ, s)+

+
1√
r

[
C1 (ξ, s)K3/2 (rs)+

+C2 (ξ, s) I3/2 (rs)
]
.

Функцию GLs∗ находим методом вариации
произвольных постоянных (H (ξ) — функция
Хевисайда)

GLs∗ (r, ξ, s) =

=
1√
r

[
D1 (r, ξ, s)K3/2 (rs)+

+D2 (r, ξ, s) I3/2 (rs)
]
,

∂D1

∂r
(r, ξ, s) = −ξ3/2I3/2 (ξs) δ (r − ξ) ,

∂D2

∂r
(r, ξ, s) = ξ3/2K3/2 (ξs) δ (r − ξ) ,

D1 (r, ξ, s) = −ξ3/2I3/2 (ξs)H (r − ξ) ,

D2 (r, ξ, s) = ξ3/2K3/2 (ξs)H (r − ξ) .

Определяя теперь постоянные интегриро-
вания C1 и C2 из граничных условий (2.15) и
учитывая соотношения (2.10), получаем вы-
ражение для функции Грина

GLs (r, ξ, s) =
1

2r2s3

[
G̃Ls (r, ξ, s)H (ξ − r)+

+G̃Ls (ξ, r, s)H (r − ξ)
]
, (2.16)

G̃Ls (r, ξ, s) = D−1(s)B(rs, s)B(r1s, ξs).

Формулу (2.13) для дальнейшего исполь-
зования удобно с учётом равенства для
функции fm (r, s) в (2.6) и интегрирования по
частям привести к следующему виду:

uLm = −
∫ r1

1
GLs1 (r, ξ, s)×

× E0 (ξ, s) e
L
m−1 (ξ, s) dξ, (2.17)

GLs1 (r, s, ξ) =
4

ξ
GLs −

∂GLs
∂ξ

.

Ядро свертки в (2.17) в соответствии с (2.16)
и (2.10) имеет вид

GLs (r, ξ, s) =
ξ

2r2

[
G̃Ls1 (r, ξ, s)H (ξ − r)+

+G̃Ls1 (ξ, r, s)H (r − ξ)
]
, (2.18)

G̃Ls1 (r, ξ, s) = s−3D−1(s)B(rs, s)B1(r1s, ξs),

B1(x, y) = R10(x)R2(−y)ey−x−
−R10(−x)R2(y)e

x−y,

R2(z) = R20(z)−R10(z),

R20(z) = z2 + 3z + 3.

При этом множитель при функции Хеви-
сайда в (2.18) аналогично (2.12) можно пред-
ставить в виде ряда

G̃Ls1 (r, ξ, s) =

∞∑
n=0

4∑
k=0

V L
kn(r, ξ, s)e

ωkns, (2.19)

где

V L
1n = s−3R10(−rs)R2(ξs)Y

n(−r1s)Y n(s),

V L
2n = −s−3R10(rs)R2(ξs)Y

n(−r1s)Y n+1(s),

V L
3n = −s−3R10(−rs)R2(−ξs)Y n+1(−r1s)Y n(s),

V L
4n = s−3R10(rs)R2(−ξs)Y n+1(−r1s)Y n+1(s),

ω1n = τ2n+1 + ξ − r, ω2n = τ2n+1 − 2 + ξ + r,

ω3n = τ2n+3 + 2− ξ − r, ω4n = τ2n+3 − ξ + r.

Далее построим алгоритм вычисления
оригиналов коэффициентов рядов (2.12) и
(2.19)

3. Переход в пространство оригиналов

Сначала рассмотрим множители перед
экспонентами в ряде (2.12). Поскольку каж-
дый из них имеет одинаковую структуру
в виде рациональной функции параметра
s преобразования, ограничимся алгоритмом
построения оригинала функции PLn . Ее осо-
бые точки — полюсы s1 = 1/r1 (кратность n),
s2 = −1 (кратность n+1), а также все полю-
сы функции UL0 (для определенности поло-
жим, что она имеет один полюс s0). Поэтому
оригинал может быть вычислен следующим
образом:

Pn (r, τ) =

2∑
i=0

res
s=si

PLn (r, s) esτ . (3.1)
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Вычет функции в точке s = s1, аналогич-
но работе [5], вычисляем с помощью форму-
лы Лейбница

res
s=s1

PLn e
sτ =

1

(n− 1)!
×

× lim
s→s1

d(n−1)

ds(n−1)
[
(s− s1)n PLn (r, s) esτ

]
=

=
(−1)n

(r1)n

n−1∑
i=0

(
ann−1−ir + bnn−1−i

) τ i
i!
eτs1 .

Здесь коэффициенты ank и bnk имеют вид

ank =
1

k!
lim
s→s1

dk

dsk
(sr1 + 1)n (1− s)n

(1 + s)n+1 ,

bnk =
1

k!
lim
s→s1

dk

dsk
(sr1 + 1)n (1− s)n

s (1 + s)n+1 .

Они находятся с помощью рекуррентных
соотношений, которые также строятся с ис-
пользованием формулы Лейбница. Напри-
мер, для ank справедливы следующие равен-
ства:

ank =
k∑
j=0

hja
n−1
k−j ,

hj =
(−1)j−1 (r1 − 1)

(1 + s1)
j+1

, (3.2)

a0k =
(−1)k

(1 + s1)
k+1

.

Вычеты в точках s = s0, s2 вычисляются
аналогичным образом.

Окончательное выражение для оригина-
ла функции в (2.12) имеет следующий вид
(символ «*» означает свертку по времени):

u0 (r, τ) = r−2U̇0 (τ) ∗ S (r, τ) ,

S (r, τ) =

∞∑
n=0

[
Pn (r, τ − r + 1− τ2n)×

×H (τ − r + 1− τ2n)−
−Qn (r, τ − 1 + r − τ2n+2)×

×H (τ − 1 + r − τ2n+2)
]
, (3.3)

где Qn (r, τ) — оригинал функции QLn (r, s).
Алгоритм, подобный (3.1)–(3.3), может

быть применен и для коэффициентов ряда
(2.19). Однако при этом необходимо учесть,

что V L
kn(r, ξ, s) являются неправильными ра-

циональными дробями параметра s (степе-
ни числителя и знаменателя совпадают), и
представить эти функции следующим обра-
зом:

V L
kn(r, ξ, s) = (−1)krξ2 + Ṽ L

kn(r, ξ, s),

Ṽ L
kn(r, ξ, s) = V L

kn(r, ξ, s)− (−1)krξ2.

Тогда оригиналы функций V L
kn(r, ξ, s)

имеют вид

Vkn(r, ξ, τ) = (−1)krξ2δ(τ) + Ṽkn(r, ξ, τ),

Ṽkn(r, ξ, τ) =
2∑
i=1

res
s=si

V L
kn(r, ξ, s)e

τs.

Окончательно из (2.17) при m > 1 полу-
чаем равенство

um = −
∫ r1

1
E0 (ξ)Gs1 (r, τ, ξ) ∗

∗ em−1 (ξ, τ) dξ. (3.4)

Кроме того, из (2.5) находим представле-
ния для коэффициентов em (r, τ) второго ря-
да в (2.4)

Em(r, τ) = −ρe0
[
um(r, τ)−
− um(r, τ) ∗ e−γτ

]
. (3.5)

Отметим важную особенность выраже-
ний (2.12) и (2.18): в пространстве оригина-
лов эти ряды являются конечными суммами
для любых конечных моментов времени τ .

4. Пример расчетов

В качестве примера рассмотрим алюми-
ниевую толстостенную сферу единичной тол-
щины h = 1 со следующими физическими ха-
рактеристиками [6]:

ε = 1, 05 · 104 ф/м, µ = 26, 3 ГПа,

λ = 51, 1 ГПа, ρ = 2698, 9 кг/м3,

σ = 27 · 106 (Ом · м)−1 .

Эти величины при r0 = 1м и E∗ = 1 в/м
соответствуют следующим безразмерным па-
раметрам:

α = 0, 5, γ = 0, 566.
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Перемещения в точке r = 1, 2: Сплошная линия соответствует N = 1, пунктирная — N = 2, линия
с точками — N = 3.

Начальные характеристики электриче-
ского поля и перемещение внутренней по-
верхности в граничных условиях (1.3) при-
нимаем в виде

ρe0 =
2√
r
, E0 =

√
r, U0 = H (τ) .

При этом UL0 = s−1, что соответствует по-
люсу s0 = 0 в формуле (3.1).

При расчётах для вычисления интегралов
в (3.4) и (3.5) использовались квадратурные
формулы. Соответствующие результаты для
различного числа N членов частичных сумм
рядов в (2.4) приведены на рисунке. Они сви-
детельствуют о том, что ряды по малому па-
раметру сходятся достаточно быстро. Так в
рассмотренном примере достаточно ограни-
читься первыми четырьмя членами для пе-
ремещений (соответствующая кривая прак-
тически совпадает с графиком при N = 3).

Заключение

Таким образом, построен алгоритм реше-
ния одномерных задач электромагнитоупру-
гости в сферических координатах. Проведен-

ные расчеты показывают, что предложенный
алгоритм решения является эффективным.
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