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Some properties of linear combination of fundamental solutions of Laplace equation with
positive coefficients are considered. In particular, presentation of the linear combination as a
Roben potential is proved. The results are considered from hydrodynamical point of view.
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1. Свойства линейных комбинаций
фундаментальных решений

уравнения Лапласа

Зададим на плоскости множество различ-
ных точек zj = {xj , yj} и соответствую-
щие этим точкам действительные числа cj ,
j = 1, . . . , n. Образуем с помощью них ли-
нейную комбинацию

Ψ(z) :=

n∑
j=1

cjE(z − zj), (1.1)

где
E(z) := − 1

2π
ln

1

|z|
— фундаментальное решение уравнения Ла-
пласа в R2. Далее выражение (1.1) будем на-
зывать просто линейной комбинацией.

Рассмотрим линию уровня S функции
Ψ(z), соответствующую постоянной B

Ψ(z)|S = B. (1.2)

В общем случае линия уровня S — несвяз-
ное множество, состоящее из конечного чис-
ла непересекающихся компонент Sj , ограни-
чивающих на плоскости области Qj так, что
S =

⋃n
j=1 Sj и Q =

⋃n
j=1Qj . Следуя [1],

будем называть область Q односвязной, ес-
ли её граница ∂Q является связным множе-
ством; в противном случае Q будем называть

неодносвязной, а соответствующую границу
S = ∂Q — несвязной кривой. Число k связ-
ных компонент границы ∂Q будем называть
порядком связности, а Q — k-связной обла-
стью.

Утверждение 1. Если в линейной комби-
нации (1.1) имеются коэффициенты cj раз-
ных знаков, то при любом значении констан-
ты B кривая S, удовлетворяющее тождеству
(1.2), не ограничивает односвязную область
Q, содержащую все точки zj (j = 1, . . . , n).

Доказательство. Не ограничивая общно-
сти, предположим, что c1 < 0 и c2 > 0. Допу-
стим противное: пусть существует констан-
та B такая, что область Q, содержащая точ-
ки zj (j = 1, . . . , n) и ограниченная кривой
S, удовлетворяющей тождеству (1.2), явля-
ется односвязной. Тогда в области Q суще-
ствует непрерывный путь, соединяющий точ-
ки z1 и z2. Поскольку фундаментальное ре-
шение уравнения Лапласа E(z) стремится к
−∞ при z → 0, то функция

Ψ(z) = − |c1|E(z − z1) + c2E(z − z2)+

+

n∑
j=3

E(z − zj),

при z → z1 стремится к +∞, а при z → z2 — к
−∞. Тогда, в силу непрерывности функции
Ψ(z), она принимает любое действительное
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значение, в том числе и значение B, значит,
существует точка ζ на пути от z1 к z2 такая,
что

Ψ(ζ) = B.

Следовательно, ζ принадлежит границе S,
что приводит к противоречию. Утверждение
доказано. �

Покажем, что функция линейной комби-
нации Ψ(z), определённая равенством (1.1),
имеет (n− 1) стационарных седловых точек.

Действительно, поскольку функция

Ψ(z) =
1

4π

n∑
j=1

ln |z − zj |2

имеет те же особые точки, что и аналитиче-
ская в R2\

⋃n
j=1 {zj} функция

Φ(z) =
1

4π

n∑
j=1

ln(z − zj)2,

то, вычисляя производную по комплексной
переменной z и приравнивая её к нулю

d

dz
Φ(z) =

1

2π

n∑
j=1

cj
z − zj

=

=
1

2π

Pn−1(z)

(z − z1)(z − z2) · . . . · (z − zn)
= 0,

получаем, что особые точки удовлетворяют
алгебраическому уравнению (n − 1)-й степе-
ни

Pn−1(z) =

n∑
j=1

cj

n∏
i=1, i6=j

(z − zi) = 0.

Функция Ψ(z) — гармоническая в
R2\

⋃n
j=1 {zj}, поэтому не может иметь ло-

кальных экстремумов, следовательно, стаци-
онарные точки могут быть только седловы-
ми.

Обозначим z∗j — стационарные точки
функции Ψ(z), определённой равенством
(1.1), и Bj = Ψ(z∗j ) (j = 2, . . . , n) — соответ-
ствующие значения функции в этих точках.

Утверждение 2. Если множество стаци-
онарных точек z∗j (j = 2, . . . , n) функции
Ψ(z), определённой равенством (1.1) с поло-
жительными коэффициентами

cj > 0 (j = 1, . . . , n),

упорядочено так, что выполняются неравен-
ства

Bj+1 < Bj (j = 2, . . . , n− 1),

то геометрическое место точек z, удовлетво-
ряющих тождеству

n∑
j=1

cjE(z − zj) = B,

определяет:
1) при B < Bn — кривую, ограничиваю-

щую n-связную область;
2) при Bk+1 < B < Bk (k = 2, . . . , n−1), —

кривую, ограничивающую k-связную об-
ласть; в случае B = Bk кривая имеет одну
точку самопересечения z∗k;

3) при B > B2 — кривую, ограничиваю-
щую односвязную область.

Доказательство. Рассмотрим функции

Lj(z) = cjE(z − zj) (j = 1, . . . , n).

Действительная константа B определяет
n кривых Sj , удовлетворяющих тождествам

Lj(z)|Sj
= B, j = 1, 2, . . . , n.

Каждая такая кривая Sj ограничивает одно-
связную область Qj — круг с центром в точке
zj и радиусом rj = exp(4πBcj ). Очевидно, что
при cj > 0, если B → −∞, то |Sj | → 0, и если
B → +∞, то |Sj | → +∞.

Следовательно, для функции

Ψ(z) =
n∑
j=1

Lj =
n∑
j=1

cjE(z − zj)

при cj > 0 можно выбрать константу B так,
что соответствующая линия уровня опреде-
ляет кривую S, ограничивающую n-связную
область Q =

⋃n
j=1Qj , где Qj содержит точ-

ку zj и не содержит стационарных точек, и
при z ∈ S =

⋃n
j=1 Sj выполняется тождество

Ψ(z) = B.
Увеличение значения константы B ведет

к увеличению длины кривых Sj , что приво-
дит к пересечению изолиний функции Ψ(z)
в седловой точке z∗n. Дальнейшее увеличе-
ние B приводит к необходимости объедине-
ния двух соприкоснувшихся кривых в од-
ну кривую так, что линия уровня функции
Ψ(z) будет кривой, ограничивающей (n− 1)-
связную область. Аналогично, увеличивая
константу B, приходим к пересечению изо-
линий функции Ψ(z) в седловой точке z∗n−1 и
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необходимости объединения двух соприкос-
нувшихся кривых в одну кривую, и так да-
лее, увеличивая B, получим, что геометри-
ческое место точек, удовлетворяющих тож-
деству Ψ(z) = B > B2 = Ψ(z∗2), определяет
кривую, ограничивающую односвязную об-
ласть. Утверждение доказано. �

Замечание 1. Нетрудно показать, что
если значения некоторых констант Bj
(j = 2, . . . , n), равны между собой, напри-
мер,

Bi1 = Bi2 = . . . = Bik = B, 1 < k 6 n,

то линия уровня функции Ψ(z), определяе-
мая константой B, имеет не более k точек са-
мопересечения; в зависимости от положений
точек zj возможны случаи, когда имеется од-
на точка самопересечения, в которой кривая
самопересекается k раз — так называемая уз-
ловая точка кривой.

Замечание 2. При n = 2, если заданы
точки z1 = {x1, y1}, z2 = {x2, y2} и соответ-
ствующие значения положительных коэффи-
циентов c1 и c2, то линейная комбинация
двух фундаментальных решений

Ψ(z) = c1E(z − z1) + c2E(z − z2)

имеет одну стационарную точку z∗ = {x∗, y∗},

x∗ =
c21x2 + c1c2(x1 + x2) + c22x1

(c1 + c2)2
,

y∗ =
c21y2 + c1c2(y1 + y2) + c22y1

(c1 + c2)2
.

В случае c1 = c2 = 1, если B = Ψ(z∗),
кривая S, удовлетворяющая тождеству
Ψ(z) = B, определяет лемнискату Бернул-
ли с точкой симметрии z∗, если B < Ψ(z∗),
то S ограничивает двухсвязную область —
овалы Кассини [2].

2. Эквипотенциаль конечного ранга,
единственность

Из утверждения 2 непосредственно выте-
кает, что, если в линейной комбинации (1.1)
все коэффициенты cj > 0 положительны, то
существует константа B2 такая, что линия
уровня, соответствующая константе B > B2,
определяет кривую, ограничивающую одно-
связную область, содержащую все точки zj .
Выделим этот класс кривых, вводя следую-
щее определение.

Определение. Геометрическое место то-
чек z, удовлетворяющих тождеству

Ψ(z) = B > B2, (2.1)

где Ψ(z) — линейная комбинация (1.1) с
положительными коэффициентами cj > 0
(j = 1, 2, . . . , n), будем называть эквипотен-
циалью конечного ранга.

Из определения следует, что эквипотен-
циаль конечного ранга — кривая S, ограни-
чивающая односвязную область Q, содержа-
щую все заданные точки zj (j = 1, 2, . . . , n).
Далее эквипотенциаль конечного ранга бу-
дем называть просто эквипотенциалью.

Утверждение 3. Множество точек zj и
соответствующих им коэффициентов cj > 0
линейной комбинации (1.1), определяющее
эквипотенциаль, удовлетворяющую тожде-
ству (2.1), единственно.

Доказательство. Предположим против-
ное, то есть существует другой набор точек
z̃i, принадлежащих областиQ, и соответству-
ющий набор положительных коэффициентов
c̃i (i = 1, . . . , ñ), таких, что для функции

Ψ̃(z) =

ñ∑
i=1

c̃iE(z − z̃i)

эквипотенциаль S удовлетворяет тождеству

Ψ̃(z)
∣∣∣
S

= B̃.

Рассмотрим разность

F (z) = Ψ(z)− Ψ̃(z) =

=
n∑
j=1

cjE(z − zj)−
ñ∑
i=1

c̃iE(z − z̃i),

для которой на S, по построению, должно
выполняться

F (z)|S = B − B̃. (2.2)

Поскольку c̃i > 0 (i = 1, . . . , ñ), то в ли-
нейной комбинации F (z) имеются отрица-
тельные коэффициенты и, согласно утвер-
ждению 1, кривая S, удовлетворяющая усло-
вию (2.2), не может ограничивать односвяз-
ную область Q, содержащую все точки zj и
z̃i, при любой константе B − B̃, то есть S
не может быть эквипотенциалью. Получен-
ное противоречие доказывает утверждение.
�



52 Марковский А.Н.

Замечание 3. Таким образом, при фик-
сированной константе B > B2 набор точек
и соответствующих коэффициентов {(zj , cj)}
(j = 1, . . . , n) однозначно определяет эквипо-
тенциаль S или однопараметрическое семей-
ство эквипотенциалей в случае, если констан-
та B выступает параметром.

3. Свойства модуля градиента
функции линейной комбинации на

эквипотенциали

Пусть эквипотенциаль S, ограничиваю-
щая область Q, задана набором определя-
ющих точек zj и соответствующих положи-
тельных коэффициентов cj (j = 1, . . . , n).

Нетрудно показать, что вектор когради-
ента

∇cΨ(z) :=

{
∂

∂y
Ψ(x, y),− ∂

∂x
Ψ(x, y)

}
линейной комбинации (1.1) в каждой точке
z = {x, y} ∈ S всюду касателен эквипотенци-
али S, тогда как вектор градиента

∇Ψ(z) =
1

2π

n∑
j=1

cj

|z − zj |2
{x− xj , y − yj}

коллинеарен на S вектору нормали

n(z) =
1

|∇Ψ(z)|
∇Ψ(z), z ∈ S. (3.1)

Рассмотрим функцию модуля градиента
линейной комбинации

|∇Ψ(z)| = 1

2π

[ n∑
j=1

cj
x− xj
|z − zj |2

2

+

+

 n∑
j=1

cj
y − yj
|z − zj |2

2 ] 1
2

(3.2)

на эквипотенциали S.
Утверждение 4. Справедливо тождество

|∇Ψ(z)| = ∂

∂n
Ψ(z), z ∈ S, (3.3)

где ∂
∂n — операция дифференцирования по

внешней для области Q нормали к границе S
в точке z ∈ S.

Доказательство. По определению

∂

∂n
Ψ(z) = (∇Ψ(z),n(z)),

где (·, ·) — скалярное произведение в R2. То-
гда с учётом (3.1) получаем

∂

∂n
Ψ(z) = (∇Ψ(z),

1

|∇Ψ(z)|
∇Ψ(z)) = |∇Ψ(z)| .

Утверждение доказано. �
Непосредственно вычисляя ∂

∂nΨ(z) и учи-
тывая (3.2) тождество утверждения 4 при
z = {x, y} ∈ S запишется в виде n∑

j=1

cj
x− xj
|z − zj |2

2

+

 n∑
j=1

cj
y − yj
|z − zj |2

2

=

=
n∑
i=1

n∑
j=1

cicj
(z − zi, z − zj)
|z − zi|2 |z − zj |2

,

где (·, ·) — скалярное произведение радиус-
векторов точек.

4. Интегральное представление
линейной комбинации

Сформулируем основную теорему.
Теорема 1. Для линейной комбинации

фундаментальных решений уравнения Ла-
пласа с положительными коэффициентами
cj > 0,

Ψ(z) =

n∑
j=1

cjE(z − zj)

и любой эквипотенциали S, удовлетворяю-
щей тождеству

Ψ(z)|S = B

при некоторой заданной действительной кон-
станте B, найдется непрерывная функция
q∗(ζ), определённая на S, такая, что в
Q

+
= R2\Q выполняется интегральное тож-

дество

n∑
j=1

cjE(z − zj) =

∫
S
q∗(ζ)E(z − ζ)dSζ , (4.1)

и функция плотности представляется в виде

q∗(ζ) =
∂

∂n
Ψ(ζ) =

n∑
j=1

cj
∂

∂n
E(ζ−zj), (4.2)

ζ ∈ S.
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Доказательство. Для функции линейной
комбинации Ψ(z) справедливы равенства

∆Ψ(z) =
n∑
j=1

cjδ(z − zj), z ∈ Q,

∫
Q

∆Ψ(ζ)E(z − ζ)dζ =

=

n∑
j=1

cj

∫
Q
δ(ζ − zj)E(z − ζ)dζ =

=

n∑
j=1

cjE(z − zj),

где δ(z) — дельта функция.
Воспользуемся интегральным представ-

лением функции [4]

αΨ(z) =

∫
Q

∆Ψ(ζ)E(z − ζ)dζ+

+

∫
S

Ψ(ζ)
∂

∂nζ
E(z − ζ)dSζ−

−
∫
S

∂

∂nζ
Ψ(ζ)E(z − ζ)dSζ

и свойством потенциала двойного слоя [5]∫
S

∂

∂nζ
E(z − ζ)dSζ = α,

где α = 0, при z ∈ Q+, α = 1/2, при z ∈ S.
Поскольку по условию на S выполняется

тождество

Ψ(z) = B, z ∈ S,

то потенциал двойного слоя равен∫
S

Ψ(ζ)
∂

∂nζ
E(z − ζ)dSζ =

= B

∫
S

∂

∂nζ
E(z − ζ)dSζ = Bα.

Тогда интегральное представление имеет вид

Bα =

n∑
j=1

cjE(z − zj)+

+Bα−
∫
S

∂

∂nζ
Ψ(ζ)E(z − ζ)dSζ ,

откуда при z ∈ Q+ и z ∈ S окончательно
получаем

n∑
j=1

cjE(z − zj) =

∫
S

∂

∂nζ
Ψ(ζ)E(z − ζ)dSζ ,

z ∈ Q+
.

Теорема доказана. �

5. Некоторые свойства потенциала
Робена определенного на

эквипотенциали

Потенциал простого слоя

R(z) =

∫
S
q∗(ζ)E(z − ζ)dSζ , z ∈ Q

+
,

для которого выполняется условие на грани-
це S ∈ C1+λ (λ > 0)

R(z)|S = R0 ≡ const,

называется потенциалом Робена [5]. Функ-
ция q∗(ζ) и константа R0 называются соот-
ветственно плотностью и постоянной Робена.

Следствие 1. В условиях теоремы 1 спра-
ведливо ∫

S
q∗(ζ)dSζ =

n∑
j=1

cj . (5.1)

Доказательство. Согласно теореме 1
плотность потенциала q∗(ζ) выражается че-
рез функцию линейной комбинации (4.2)

q∗(ζ) =
∂

∂n
Ψ(ζ) =

n∑
j=1

cj
∂

∂n
E(ζ − zj).

Проинтегрируем это выражение по S, по-
лучим∫

S

∂

∂n
Ψ(ζ)dS =

n∑
j=1

cj

∫
S

∂

∂n
E(ζ − zj)dS.

Опираясь на элементарное свойство по-
тенциала двойного слоя [5]∫

S

∂

∂n
E(ζ − zj)dS = 1, zj ∈ Q,

j = 1, . . . , n,

получаем исходное тождество. Следствие до-
казано. �

Известно, что нормальная производная
потенциала простого слоя при переходе че-
рез границу терпит скачок [5], в связи с чем
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возникает проблема гармонического продол-
жения внутрь области [3].

Следствие 2. Для потенциала Робе-
на R(z), определённого на эквипотенциа-
ли S, заданной множеством пар {(zj , cj)}
(j = 1, . . . , n), линейная комбинация

Ψ(z) =
n∑
j=1

cjE(z − zj)

является гармоническим продолжением
внутрь области Q\

⋃n
j=1 {zj}.

Доказательство непосредственно следует
из теоремы 1 — интегрального представления
линейной комбинации.

6. Гидродинамическая интерпретация
теоремы

Линейную комбинацию фундаменталь-
ных решений уравнения Лапласа

Ψ(z) =
n∑
j=1

cjE(z − zj), z ∈ R2

можно рассматривать как функцию тока
конфигурации точечных вихрей, заданных
своими координатами zj и интенсивностями
cj (j = 1, . . . , n) в некоторый момент време-
ни.

Течение, индуцируемое точечными вих-
рями с положительными интенсивностями
cj > 0 (j = 1, . . . , n),

w(z) := ∇cΨ(z), z ∈ R2,

является чисто циркуляционным, то есть все
линии тока замкнуты, циркуляция векторно-
го поля w(z) в положительном направлении
обхода равна

Γ =

∫
L

(w, t)dL =

n∑
j=1

cj ,

где t — единичный касательный вектор, L —
кривая, ограничивающая область, в которой
содержатся все точечные вихри.

Если кривая SB – линия уровня функ-
ции линейной комбинации Ψ(z), определяе-
мая константой B, то SB — линия тока век-
торного поля w(z), и наоборот, при cj > 0
(j = 1, . . . , n) и B > B2, SB — эквипотенци-
аль.

На эквипотенциали SB по утверждению 4
выполняется

∂

∂n
Ψ(z) = |∇Ψ(z)| = |∇cΨ(z)| , z ∈ SB,

по теореме 1 справедливо соотношение

q∗(z) =
∂

∂n
Ψ(z), z ∈ SB.

Таким образом, модуль вектора скорости
циркуляционного течения w(z), идуцирован-
ного точечными вихрями zj , касательного
линии тока — эквипотенциали SB, равен
плотности потенциала Робена q∗(ζ), опреде-
ленного на SB, и, в силу следствия 1, плот-
ность q∗(ζ) интегрально на SB равна цирку-
ляции векторного поля w(z)∫

SB

q∗(ζ)dS =
n∑
j=1

cj .

Автор выражает признательность кол-
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