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АЛГОРИТМ РАСПРЕДЕЛЕННЫХ ДИПОЛЕЙ В ЗАДАЧЕ ОБТЕКАНИЯ
ПРОФИЛЯ

Токарев Н.М.1, Лежнев В. Г.2

ALGORITHM FOR THE PROBLEM OF DISTRIBUTED DIPOLES AIRFOIL
Tokarev N.M., Lezhnev V.G.

The stream function of an incompressible potential flow past a profile aliform, is the sum
of the linear term and the double layer potential. Specifies an algorithm for determining the
boundary condition potential density – density distributed on the boundary of the dipoles. The
general solution is obtained by adding the capacity of the Robin coefficient.

Keywords: Dirichlet problem, potential Robin, airfoil problem.

1. Постановка задачи

Для задачи обтекания профиля потен-
циальным потоком приводится представле-
ние функции тока через потенциал двойного
слоя, указывается проекционный алгоритм
определения плотности диполей. Во внешней
области Q+ = R2 \ Q̄, где Q — ограничен-
ная односвязная область с границей Ляпу-
нова, требуется определить поле скоростей
w(x) = {u(x), v(x)}, x = (x1, x2) ∈ Q+, удо-
влетворяющее условиям:

a) divw(x) = 0, rotw(x) = 0;
b) w(∞) = {u0, v0},
c) граница S — линия тока течения w(x).

Из первого условия следует, что существует
функция ψ(x) такая, что

w(x) = ∇cψ(x) ≡
{

∂

∂x2
ψ;− ∂

∂x1
ψ

}
.

Условие c) эквивалентно тому, что
ψ
∣∣
S
≡ b1 = const.

2. Представление функции тока,
единственность

Будем определять функцию тока в виде

ψ(x) = (u0x2 − v0x1)+

+

∫
S

q(y)
∂E(x− y)

∂n(y)
dSy, (2.1)

где E(x) = 1
2π ln |x| — фундаментальное ре-

шение уравнения Лапласа в R2. Из a) следу-
ет, что функция ψ(x) гармоническая, усло-
вия a) и b) выполняются при любой q(y).
Требуется определить функцию q(y) (плот-
ность диполей на границе S) так, чтобы вы-
полнялось условие ψ

∣∣
S
≡ b1.

Перейдем в (2.1) на границу при
x → x′ ∈ S, x ∈ Q+. Используя граничные
свойства потенциала двойного слоя, полу-
чим [1]

b1 − (u0x
′
2 − v0x′1) =

= −1

2
q(x′) +

∫
S

q(y)
∂E(x′ − y)

∂n(y)
dSy. (2.2)

Так как λ = 0,5 — простое собствен-
ное число данного интегрального оператора,
для однозначной разрешимости интеграль-
ного уравнения требуется, чтобы функция
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b1− (u0x2−v0x1) была ортогональна подпро-
странству решений однородного сопряженно-
го уравнения, то есть плотности ϕ∗(x) потен-
циала Робена R(x) [1]:

(b1 − (u0x2 − v0x1), ϕ∗)S = 0,

где ( , )S — скалярное произведение в L2(S).
Это условие определяет постоянную b1 из с).

3. Алгоритм решения интегрального
уравнения

Для решения интегрального уравнения
(2.2) рассмотрим задачу минимизации V
для функционала F (q) в подпространстве
LC2 (S) = {1}

⊕
L2(S):

F (q) =

∥∥∥∥∥b− (u0x2 − v0x1)+

+
1

2
q(x)−

∫
S

q(y)
∂E(x− y)

∂n(y)
dSy

∥∥∥∥∥
2

S

с произвольной постоянной b1.
Задача V . Найти µ = infq F (q) и миними-

зирующую функцию.
Покажем, что функционал F (q) строго

выпуклый, то есть

Φ1

(
g1 + g2

2

)
<

1

2
(Φ1(g1) + Φ1(g2)),

если g1 6= g2.
Обозначим для краткости

l(x) = b1 − (u0x2 − v0x1),

Aqk(x) =
1

2
qk(x)−

∫
S

qk(y)
∂E(x− y)

∂n(y)
dSy,

k = 1, 2,

тогда

F (qk) =
∥∥l(x) +Aqk(x)

∥∥2
S
.

Для любых вещественных a, b справедливо
числовое неравенство(

a+ b

2

)2

6
1

2
(a2 + b2),

строгое, если a 6= b.

Пусть q1 6= q2, тогда Aq1(x) 6= Aq2(x),
иначе функция q1 − q2 была бы собственной
функцией интегрального оператора потенци-
ала двойного слоя (то есть константой), что
невозможно при qk(x) ∈ LC2 (S), k = 1, 2. Ис-
пользуя числовое неравенство для подынте-
грального выражения в F

( q1+q2
2

)
. Интегри-

руя его, получим

F

(
q1 + q2

2

)
<

1

2
(F (q1) + F (q2)).

Строгая выпуклость доказана.
В подпространстве LC2 (S) система функ-

ций {β+m(y)}∞1

β+m(y) =
∂E(xm − y)

∂n(y)
, y ∈ S

является полной и линейно независимой, ес-
ли последовательность точек xm во внешней
области Q+ ограничена, отделена от грани-
цы и удовлетворяет условию единственности
гармонических функций [2]. То есть аппрок-
симацию qM (y) искомой функции q(y) можно
представить в виде

qM (y) =
M∑
m=1

cmβ
+
m(y).

Функционал F (q) на подпространстве
{β+m(y)}M1 также является строго выпуклым,

F (qM ) =

∥∥∥∥∥b1 − (u0x2 − v0x1)+

+
1

2
qM (x)−

∫
S

qM (y)
∂E(x− y)

∂n(y)
dSy

∥∥∥∥∥
2

S

,

qM (x) ∈ {β+m(y)}M1 . При этом F (qM ) можно
рассматривать как функцию M переменных
c1, . . . , cM , F (qm) = G(c1, . . . , cM ). Эта функ-
ция ограничена снизу, непрерывна и строго
выпукла, то есть решение задачи V суще-
ствует и единственно. Необходимое условие
экстремума функции приводит к следующей
системе уравнений с невырожденной матри-
цей

M∑
k=1

ankck = bn, n = 1, 2, . . . ,M,
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где

ank =

∫
S

(
1

2

M∑
k=1

ckβk(x)−

−
∫
S

M∑
k=1

ckβk(y)
∂E(x− y)

∂n(y)
dSy

)
×

×

(
1

2
βn(x)−

∫
S

βn(y)
∂E(x− y)

∂n(y)
dSy

)
dSx,

bn =

∫
S

(b1 − (u0x2 − v0x1))×

×

1

2
βn(x)−

∫
S

βn(y)
∂E(x− y)

∂n(y)
dSy

 dSx.

Классом единственности решений q(y) урав-
нения (2.2) является подпространство LC2 (S).

4. Общее представление функции тока

Можно показать, что циркуляция Γ на
профиле S обтекающего течения с функци-
ей тока (2.1) равна нулю.

Для того чтобы получить общее решение
задачи обтекания профиля, необходимо при-
бавить к ψ(x) потенциал Робена с множите-
лем γ. Рассмотрим функцию тока Ψ(x) сле-
дующего вида

Ψ(x) = ψ(x) + γR(x) =

= (u0x2 − v0x1) +

∫
S

q(y)
∂E(x− y)

∂n(y)
dSy+

+ γ

∫
S

ϕ∗(y)E(x− y)dSy. (4.1)

Найдем циркуляцию Γ на S для течения
с функцией тока Ψ(x). По определению

Γ =

∫
S

w(x) τ(x)ds,

следовательно,

Γ =

∫
S

∇cψ(x)τ(x)dSx =

=

∫
S

∇ψ(x)n(x)dSx =

∫
S

∂Ψ(x)

∂n(x)
dSx.

Здесь τ (x) и n(x) — единичная касательная
в положительном направлении обхода и еди-
ничная внешняя нормаль к S, x ∈ S (при пе-
реходе от ∇f к ∇cf происходит поворот по
часовой стрелке, как и при переходе от τ (x)
к указанному n(x)).

Обозначим второе слагаемой в (4.1) через
ζ(x). Рассмотрим представление (4.1) функ-
ции тока и вычислим циркуляцию.

Производная Ψ(x) по нормали имеет вид

∂Ψ(x)

∂n(x)
=
∂(u0x2 − v0x1)

∂n(x)
+
∂ζ(x)

∂n(x)
+ γ

∂R(x)

∂n(x)
.

Интеграл по S от функции
∂(u0x2 − v0x1)

∂n
равен нулю, так как (u0x2 − v0x1) — гармо-
ническая в Q.

Если

Q+
R = Q+ ∩ {|x| < R}, R� 1,

∂Q+
R = S ∪ SR,

то для второго слагаемого имеем

∫∫
Q+

R

4ζ(x)dx =

∫
S

+

∫
SR

 ∂ζ(x)

∂n(x)
dSx = 0,

где n(x) — внешняя к Q+
R единичная нормаль

к границе ∂Q+
R.

Так как ζ(x) — ограниченная на бесконеч-
ности гармоническая функция, то

|∇ζ(x)| = O(|x|−2), x→∞.

Следовательно,∣∣∣∣∣∣∣
∫
SR

∂ζ(x)

∂n(x)
dSx

∣∣∣∣∣∣∣ 6
C

R2

∫
SR

dSx → 0

при R→∞, откуда получим∣∣∣∣∣∣∣
∫
SR

∂ζ(x)

∂n(x)
dSx

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

Для третьего слагаемого имеет место разло-
жение

R(x) =
1

2π
ln |x|

∫
S

ϕ∗(x)dSx + α(x),
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x ∈ Q+,

где α(x) — гармоническая в Q+ и стремится
к нулю при x→∞. Следовательно,∫
SR

∂R(x)

∂n(x)
dSx =

=
1

2π

∫
SR

∂ ln |x|
∂n(x)

dSx

∫
S

ϕ∗(x)dSx + o(1),

x→∞.
Так как ∫

SR

∂ ln |x|
∂n(x)

dSx = 2π,

окончательно получаем

Γ = γ

∫
S

ϕ∗(x)dSx.

Следовательно, для представления (4.1)
циркуляция Γ может принимать любые зна-
чения (вместе с множителем γ), и функция
тока Ψ(x) определяет общее решение задачи
обтекания. В численном эксперименте можно
подобрать такое значение, что будет выпол-
няться условие Жуковского–Чаплыгина об-
текания крыловидного профиля.

Замечание 1. Традиционный алгоритм
решения внешней задачи Дирихле состоит в

представлении решения в виде потенциала
двойного слоя и решении на границе инте-
грального уравнения, правая часть которого
должна быть ортогональна плотности потен-
циала Робена, то есть требуется знать реше-
ние задачи Робена.

Здесь представлен вариационный алго-
ритм решения указанного уравнения, реше-
ние которого определяется в подпростран-
стве LC2 (S) с использованием системы функ-
ций {β+m(x)}M1 , полной в этом подпростран-
стве. Решения задачи Робена не требуется.

Замечание 2. В теории крыла для реше-
ния внешней задачи Дирихле были разрабо-
таны методы, сводящие ее к решению гипер-
сингулярных уравнений и не требующие ис-
пользования задачи Робена [3].
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