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Модели деформирования, критерии
прочности и разрушения геоматериалов ши-
роко применяются для поиска полезных ис-
копаемых, проектирования объектов для их
добычи, прогнозирования природных про-
цессов в земной коре. Трудность заключает-
ся в выборе модели, критериев прочности и
разрушения, а также входящих в них пара-
метров. Рассмотрим некоторые примеры.

1. Трансверсально–изотропная модель
геоматериалов

.
Для описания анизотропного упругого

деформирования горных пород часто ис-
пользуют модель трансверсально изотропно-
го упругого тела

σ11 = (λ+ 2µ) ε11 + λε22 + λ′ε33,

σ22 = λε11 + (λ+ 2µ)ε22 + λ′ε33,

σ33 = λ′(ε11 + ε22) + (λ′ + 2µ′)ε33,

σ23 = 2G′ε23, σ13 = 2G′ε13, σ12 = 2µε12.

Здесь σij , εij , ij = 1, 2, 3 — компоненты сим-
метричных тензоров напряжений и дефор-
маций соответственно в декартовой системе
координат x1, x2, x3, причем плоскость x1,
x2 — плоскость изотропии; λ, µ, λ′µ′, G′ —

суть независимые параметры. Анализ экс-
периментальных данных показывает [1], что
для ряда горных пород (филит, сильвинит,
зубер, магматит, плагиогранит, песчаник и
др.) выполняется условие Гассмана [2]

1

G′
=

λ+ 2µ+ 3λ′ + 2µ′

(λ+ 2µ) (λ′ + 2µ′)− λ′2
. (1.1)

Оно также выполняется для горной поро-
ды периодического строения Верхнекамского
месторождения соли, где слои каменной соли
чередуются со слоями корнелита.

В случае выполнения условия (1.1) век-
тор перемещения u = {u1, u2, u3} в динами-
ческой задаче имеет представление

u1 =
∂ϕ1

∂x1
− ∂ϕ2

∂x2
+ α

∂ψ1

∂x3
,

u2 =
∂ϕ1

∂x2
+
∂ϕ2

∂x1
+ α

∂ψ2

∂x3
,

u3 = α
∂ϕ1

∂x3
− ∂ψ1

∂x1
− ∂ψ2

∂x2
,

где α ≡ (G′+ λ′)/(λ+ 2µ−G′) 6= 1, функции
ϕi (x1, x2, x3, t) i = 1, 2, удовлетворяют урав-
нениям
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Рис. 1
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а функции ψi(x1, x2, x3t), i = 1, 2 удовлетво-
ряют уравнению

G′
(
∂2ψi

∂x2
1

+
∂2ψi

∂x2
2

+
∂2ψi

∂x2
3

)
= ρ

∂2ψi

∂t2
(1.2)

и условию
∂ψ1

∂x2
− ∂ψ2

∂x1
= 0.

Следовательно, функции ψi можно взять в
виде

ψ1 =
∂χ

∂x1
, ψ2 =

∂χ

∂x2
,

где χ = χ(x1, x2, x3, t) удовлетворяет урав-
нению (1.2). Это позволяет исследовать ана-
литически задачи о распространении упру-
гих волн в трансверсально изотропной среде.
Описание упруго-пластического деформиро-
вания трансверсально-изотропной среды да-
но в [3].

2. Зона пластичности около круговой
горной выработки

Плоская упругопластическая задача рас-
пределения напряжений около круглого от-

верстия радиуса R (рис. 1) состоит [4] в опре-
делении функций σ11, σ22, σ12 в бесконечной
плоскости (x1, x2), удовлетворяющих уравне-
ниям равновесия во всей плоскости

∂σ11

∂x1
+
∂σ12

∂x2
= 0,

∂σ12

∂x1
+
∂σ22

∂x2
= 0

условию

(σ11 + σ22)2 + 4σ2
12 = f(σ)2,

σ = (σ11 + σ22)/2

в пластической области;
уравнению

∆(σ11 + σ22) = 0

и неравенству

(σ11 + σ22)2 + 4σ2
12 < f(σ)2

в упругой области, где ∆ — оператор Лапла-
са.

При этом напряжения σ11, σ12, σ22 непре-
рывны при переходе через неизвестную упру-
гопластическую границу Г. На окружности
задано постоянное нормальное давление p, а
на бесконечности компоненты тензора напря-
жений равны σ11 = A, σ12 = 0, σ22 = B при-
чем A 6= B.

Функция f(σ) определяет зависимость
предела текучести от среднего напряжения,
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что характерно для горных пород. Если
взять

f (σ) =

= 2K

[
[1− exp

(
−σ0

K
+
σ11 + σ22

2K

)]
, (2.1)

где постоянные σ0, K определяются из [5],
то зависимость (2.1) хорошо аппроксимиру-
ет экспериментальные данные для широкого
класса горных пород. В частности для угля
имеем K =7,04 MPa, σ0 =0,32 MPa.

Для условия пластичности (2.1) упру-
гопластическая задача решается аналитиче-
ски [6], при этом упругопластическая грани-
ца L является эллипсом, полуоси которого
зависят от R, σ0, K, A, B, P .

3. Моделирование контактного
взаимодействия блоков при сжатии

Массив горных пород состоит из доста-
точно однородных блоков, разделенных про-
слойками с более слабыми прочностными
свойствами. Наличие таких прослоек и их ха-
рактеристики оказывают значительное вли-
яние на деформирование среды в целом, в
частности на распространение в ней упругих
волн, а также на разрушение блоков, состав-
ляющих среду. Приведем результаты экспе-
риментальных исследований влияния про-
слоек, состоящих из мелких частиц материа-
ла блоков, на деформирование среды в целом
и разрушение блоков, из которой она состо-
ит [7, 8]. Прослойка представляет собой мно-
жественные мелкие неровности на поверх-
ностях контакта либо тонкий слой осколков
различного размера, разделяющий блоки с
ровными торцами. В качестве модели участ-
ка блочной среды использованы пары сопри-
касающихся торцами цементных цилиндров,
подверженных одноосному квазистатическо-
му сжатию вдоль оси симметрии. Для срав-
нения рассматривается пара блоков с ровны-
ми поверхностями контакта без прослойки.
Измерялись относительное уменьшение дли-
ны пары блоков, приложенная сила и макси-
мальная сила до начала разрушения блоков.

В случае, когда прослойка отсутствует,
пара нагружается упруго до момента раз-
рушения, соответствующего разделению обо-
их блоков на части продольными трещина-
ми. При наличии равномерно распределен-
ных неровностей сначала происходит частич-
ное разрушение последних, после чего воз-

никают трещины в блоках. Трещины зарож-
даются в местах контакта не разрушивших-
ся относительно крупных неровностей с тор-
цом противоположного блока. При этом пара
выдерживает большую нагрузку, чем пара с
гладкими торцами. В случае неравномерно-
го распределения неровностей их скопление
служит концентратором напряжений, иници-
ирующим разрушение блоков при нагрузках.
не превышающих предельную нагрузку пер-
вого случая. Если же имеется осколочная
прослойка, разрушению блоков предшеству-
ет полное разрушение осколков. Полученная
порошковая прослойка между блоками спо-
собствует оптимальному перераспределению
напряжений, в результате чего пара с оско-
лочной прослойкой выдерживает максималь-
ную нагрузку из всех трех рассмотренных
случаев (рис. 2).

Рассмотрено два варианта численного мо-
делирования пары блоков упругого матери-
ала с неровными поверхностями контакта,
подвергаемых импульсному нагружению на
одном из торцов. В одном случае зона кон-
такта неровных поверхностей моделирова-
лась цепью отверстий, где перемычки меж-
ду отверстиями заменяют соприкасающиеся
выступы на поверхностях контактирующих
торцов. Во втором случае блоки разделены
сплошной прослойкой упругого материала,
модуль упругости которого меньше модуля
упругости материала блоков. Ширина равна
диаметру отверстий в первой модели. Пока-
зано, что вторая модель, существенно более
простая, чем первая, дает решение, достаточ-
но близкое к решению по первой модели при
условии что

H

h
≈ E

E∗
,

где E — модуль Юнга материала блоков,
E∗ — модуль Юнга материала прослойки,
H — ширина блока, h — суммарная ширина
промежутков между отверстиями.

4. Моделирование хрупкого
разрушения упругих блоков

Рассмотрим алгоритм численного реше-
ния нелинейных задач геомеханики [9].

Пусть t — монотонно возрастающий па-
раметр, характеризующий процесс деформи-
рования тела. В динамических задачах под t
понимается естественное время, а в квазиста-
тических задачах t может означать внешнюю
силу, характерное перемещение и т.д. Про-
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Рис. 2. Зависимость относительного сжатия пары блоков от приложенной силы для случаев
1 ) ровных контактных поверхностей, 2 ) бугристых контактных поверхностей, 3 ) наличия

осколочной прослойки

водя дискретизацию уравнений движения по
пространственным переменным методом ко-
нечных элементов, приходим к задаче Коши
с системой нелинейных обыкновенных диф-
ференциальных уравнений [10]

MÜ + F(U) = R,

U(0) = U0, U̇(0) = V0.
(4.1)

Здесь M — симметричная матрица масс,
U — вектор узловых перемещений, F — век-
тор внутренних сил, обусловленных напря-
жениями в теле, R — вектор внешних сил,
который учитывает действие объемных, по-
верхностных, сосредоточенных сил, а также
сил, действие которых эквивалентно задан-
ным перемещениям; U0, V0 — заданные век-
торы узловых начальных перемещений и их
скоростей; здесь и далее точка над величиной
обозначает производную этой величины по t.
Число уравнений в системе (4.1) равно чис-
лу независимых степеней свободы ансамбля
узловых точек.

Зависимость F от U задается посред-
ством определяющих соотношений

σ = σ[ε(U)],

где σ и ε — векторы напряжений и деформа-
ций, составленные из компонент одноимен-
ных тензоров. Эта зависимость может быть
как явной (например, для упругого матери-
ала), так и неявной (например, для матери-
ала с хрупким разрушением). В последнем
случае в определяющие соотношения так-
же входят внутренние параметры, учитыва-

ющие историю деформирования. Таким об-
разом,

F(U) = F{σ[ε(U)]}.

Для интегрирования уравнений движения
используется метод конечных разностей.

Рассмотрим материал с возможностью
хрупкого разрушения при действии растяги-
вающих напряжений.

Модель хрупкого материала определяет-
ся тремя константами: E — модуль Юнга,
ν — коэффициент Пуассона, σt — предел
прочности материала при растяжении, а так-
же двумя внутренними параметрами, опре-
деленными в каждой точке интегрирования
(при определении векторов и матриц элемен-
тов интегралы приближаются квадратурны-
ми формулами Гаусса–Лежандра) в каждый
дискретный момент времени t:

а) nic — параметр i-й (i = 1, 2, 3) трещи-
ны (предполагается, что в каждой матери-
альной точке тела могут существовать либо
одна, либо две, либо три трещины, плоско-
сти которых ортогональны друг другу), так
что nic = 0 для неповрежденного материала,
nic = 1 в том случае, если трещина открыта
и nic = 2, если трещина закрыта.

б) φij — углы (i, j = 1, 2, 3) наклона i-
го главного направления по отношению к j-й
оси декартовой системы координат.

В начальный момент интегрирования
уравнений движения (t = 0) материал пред-
полагается неповрежденным и во всех точ-
ках интегрирования полагаются 0nic = 0
(i = 1, 2, 3), углы φij не определяются. Для
неповрежденного материала определяющие
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соотношения принимают вид закона Гука

σ = CEε

с матрицей CE , элементы которой определя-
ются двумя константами: E и ν.

Пусть в момент времени t известны
значения внутренних параметров tnic, φij
(i, j = 1, 2, 3), а в момент времени t + ∆t —
значения компонент вектора деформаций
t+∆tε, которые получаются по известным
значениям матрицы tC и вектора tσ. При-
ведем алгоритм определения матрицы t+∆tC
и вектора t+∆tσ.

1) Материал не поврежден (tnic = 0,
i = 1, 2, 3). Определяются пробные значения
компонент вектора напряжений

σ̃ = CE t+∆tε.

Находим главные значения σ̃1 > σ̃2 > σ̃3 и
главные направления (т.е. определяем значе-
ния углов φij). Сравниваем значение σ̃1с пре-
делом прочности σt > 0.

1.1) Если σ̃1 < σt, то в данной точке
материал предполагается неповрежденным.
Окончательно определяем

t+∆tC = CE , t+∆tσ = σ̃.

Полагаем t+∆tnic = 0 (i = 1, 2, 3), углы
φij(i, j = 1, 2, 3) не запоминаем.

1.2) Если σ̃1 > σt и σ̃3 6 σ̃2 < σt, то пред-
полагается, что в данной материальной точ-
ке образовалась трещина, плоскость которой
ортогональна оси первого главного напряже-
ния. Корректируем главные напряжения

t+∆tσ1 = 0, t+∆tσ2 = σ̃2,
t+∆tσ3 = σ̃3.

Определяем матрицу ортотропного упруго-
го материала с модулем Юнга, ослаблен-
ным в первом главном направлении. Пре-
образованием компонент вектора напряже-
ния и матрицы определяющих соотношений
от их значений в главных осях к значени-
ям в осях декартовой системы координат по-
лучаем вектор напряжений t+∆tσ и матрицу
определяющих соотношений t+∆tC. Полага-
ем t+∆tn1

c = 1, t+∆tn2
c = t+∆tn3

c = 0 и запоми-
наем значения углов φ1j (j = 1, 2, 3).

1.3) Если σ̃1 > σ̃2 > σtи σ̃3 < σt, то пред-
полагается, что в данной материальной точ-
ке образовались две трещины, плоскости ко-
торых ортогональны друг другу (плоскость
каждой трещины ортогональна соответству-
ющей оси главного напряжения). Определе-
ние вектора напряжений t+∆tσ и матрицы

t+∆tC проводится так же, как в случае 1.2.
Полагаем t+∆tn1

c = t+∆tn2
c = 1, t+∆tn3

c = 0 и
запоминаем значения φ1j , φ2j (j = 1, 2, 3).

1.4) Если σ̃3 > σt, то в данной точке ма-
териал предполагается полностью разрушен-
ным, при этом

t+∆tσ = 0, t+∆tC = 0.

Полагаем t+∆tnic = 1, (i = 1, 2, 3), значения
углов φij (i, j = 1, 2, 3) не запоминаем.

2) Материал имеет только одну трещи-
ну (tn1

c 6= 0, tn2
c = tn3

c = 0). Пользуясь за-
коном Гука определяем два пробных глав-
ных напряжения в плоскости первой трещи-
ны: σ̃2 > σ̃3. Сравниваем эти напряжения с
пределом прочности σt.

2.1) Если σ̃2 < σt, то в материальной точ-
ке остается одна трещина. Устанавливаем со-
стояние трещины: является ли трещина от-
крытой или она закрылась. Для этого, значе-
ние t+∆tε̃11 компонента тензора деформации
в главных осях тензора напряжений (дефор-
мация в направлении, ортогональном плос-
кости трещины) сравниваем с нулем.

2.1.1) Если t+∆tε̃11 < 0, то предполагаем,
что трещина закрыта («залечена»). Вектор
напряжения t+∆tσ и матрица t+∆tC опреде-
ляются из закона Гука

t+∆tσ = CE t+∆tε, t+∆tC = CE .

Полагается t+∆tn1
c = 2, t+∆tn2

c = t+∆tn3
c = 0,

значения углов φ1j (j = 1, 2, 3) не изменяют-
ся.

2.1.2) Если t+∆tε̃11 > 0, то предполагает-
ся, что трещина открыта. Определение век-
тора напряжений t+∆tσ и матрицы t+∆tC
проводится точно так же, как в случае 1.2;
полагается t+∆tn1

c = 1, t+∆tn2
c = t+∆tn3

c = 0,
значения углов φ1j (j = 1, 2, 3) не изменяют-
ся.

2.2) Если σ̃2 > σtи σ̃3 < σt, то в дан-
ной материальной точке возникает вторая
трещина, плоскость которой ортогональна
второй главной оси. Определение вектора
t+∆tσ, матрицы t+∆tC и параметров nic и φij
(i, j = 1, 2, 3) проводится сочетанием алго-
ритмов, представленных для случаев 1 и 2.1.

2.3) Если σ̃2 > σ̃3 > σt, то в данной точ-
ке материал предполагается разрушенным и
справедливы равенства пункта 1.4.

3) Материал разрушен с потерей несу-
щей способности. Предполагается, что при
полном разрушении материал ни при ка-
ких условиях не может восстановить несу-
щую способность. Вектор напряжений t+∆tσ
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Рис. 3. Плоская модель континентальной коры в начальный момент времени

и матрица t+∆tC определяется по соотно-
шениям пункта 1.4, полагается t+∆tnic = 1
(i = 1, 2, 3), значения углов φij (i, j = 1, 2, 3)
не запоминаются.

Приведенные уравнения позволяют ре-
шать три класса задач геомеханики, учиты-
вающих возможность хрупкого разрушения
упругих блоков:

а) Задачи сейсмики. Этот класс задач по
распространению волн в упругой среде при
высокоскоростном внешнем воздействии вы-
годно решать по явной схеме интегрирования
уравнений движения с использованием диа-
гональной матрицы M. Ограничение устой-
чивости схемы на шаг во времени ∆t компен-
сируется сравнительно малым числом опера-
ций для определения вектора t+∆tU в (4.1).

б) Задачи низкоскоростного деформиро-
вания горных массивов. Для решения этого
класса задач выгодно использовать неявную
схему Ньюмарка решения уравнения (4.1).

в) Задачи квазистатического деформи-
рования горных массивов. Эти задачи надо
решать пошаговым интегрированием урав-
нений равновесия, которые получаются из
уравнений (4.1) пренебрежением инерцион-
ным членом.

5. Моделирование коллизии
плит [11–20]

Моделирование основано на числен-
ном решении методом конечных элементов
(МКЭ) уравнений механики деформируемо-
го твердого тела (МДТТ) с использованием
пакета MSC.Marc. В этом пакете реализова-
ны все типы нелинейностей (геометрическая,
физическая и контактная), используемые в
формулировках уравнений, требуемых для
математического моделирования геофизи-
ческих процессов. Все задачи решаются в

двумерной постановке в условиях плоской
деформации.

При коллизии плит различают явления
надвига и поддвига/субдукции. В первом
случае изучают процессы деформирования и
разрушения плит, приводящие к горообразо-
ваниям, а во втором случае рассматривают
процессы «подслаивания» или глубокого по-
гружения одной плиты под другую. Отме-
тим, что в реальности эти процессы проис-
ходят одновременно, но при математическом
моделировании в первых двух подходах ав-
торы их искусственно разделяют для умень-
шения больших математических и вычисли-
тельных трудностей одновременного учета
обоих явлений, а в последнем подходе оба яв-
ления учитываются одновременно.

6. Надвиг деформируемой плиты на
абсолютно жесткую плиту

Континентальная кора представляет об-
ласть, состоящую из двух блоков. Участок
области, моделирующий надвиг, определяет-
ся контактом между блоками, один из ко-
торых задается в виде абсолютно жестко-
го неподвижного упора с заданным углом
наклона контакта 45◦. Второй (деформиру-
емый) блок двигается под действием задан-
ного горизонтального перемещения со скоро-
стью 1,375 см/год (рис. 3).

Предполагается, что деформируемая
плита состоит из двух слоев, находящихся в
жестком сцеплении. Материал верхнего слоя
предполагается хрупким (см. п. 4), а матери-
ал нижнего слоя предполагается упругопла-
стическим. Общий вид деформированного
состояния в финальной стадии приведен на
рис. 4.
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Рис. 4. Моделирование надвига при использовании UL-формулировки уравнений МДТТ,
разрушенный материал коры обозначен темным цветом

7. Поддвиг/субдукция деформируемой
плиты под абсолютно жесткую

плиту

Целью исследований была разработка в
рамках используемых уравнений МДТТ та-
кой математической модели коллизии плит,
при которой возможно явление глубокой суб-
дукции, приводящей в реальных природных
процессах к погружению плит в мантию
на сотни километров. Левая (деформируе-
мая) плита сближается с правой (абсолют-
но жесткой) плитой с постоянной скоростью
1,357 см/год (рис. 5). Предполагается, что
материал плиты уплотняется непосредствен-
но при погружении в мантию. При этом
плотность материала изменяется от значения
3 000 кг/м3 до значения 3 510 кг/м3 (увеличи-
вается на 17%).

Материал мантии описывается идеаль-
ным упругопластическим материалом с по-
верхностью текучести Хубера–Мизеса с низ-
ким значением предела текучести, а для ма-
териала коры использовались различные мо-
дели пластичности с различными поверхно-
стями текучести (Хубера–Мизеса, Друкера–
Прагера с конической поверхностью текуче-
сти и с параболической поверхностью теку-
чести). При рассмотрении дна деформируе-
мой плиты в виде гладкой нижней поверх-
ности численное моделирование показывает,
что реализуется явление поддвига деформи-
руемой плиты под жесткую плиту независи-
мо от выбора модели пластичности. Явление
субдукции реализуется только в том случае,
если деформируемая плита изначально име-
ет выступ, который является пусковым меха-
низмом этого явления (рис. 6).

8. Моделирование процесса
формирования рельефа дневной
поверхности в районе коллизии

плит

В этом разделе оба процесса (надвига и
субдукции) учитываются одновременно. При

этом обе плиты моделируются деформиру-
емыми телами, что позволяет определять
форму дневной поверхности плит в районе
их коллизии. Целью работы является срав-
нение рельефа дневной поверхности плит в
районе их коллизии, полученной в результа-
те математического моделирования, с релье-
фом, наблюдаемым в природе. Установлено
их качественное и количественное соответ-
ствия, в то время как при раздельном мо-
делировании надвига и поддвига/субдукции
невозможно получить даже качественное со-
ответствие.

При решении задачи коллизии плит зада-
ется горизонтальное движение торца левой
плиты со скоростью 5 см/год (рис. 7). На
рис. 8 представлен сценарий развития суб-
дукции/поддвига плит, полученный в рас-
четах без учета трения между плитами. Из
сравнения полученных в расчетах профилей
дневной поверхности следует, что спустя око-
ло 1 млн лет после начала движения пер-
воначальный сравнительно большой подъем
hb ≈ 2, 3 км становится незначительным,
причем в расчетах без учета трения подъем
практически исчезает, а при расчетах с уче-
том трения подъем hc составляет до 1 км.
Эта величина согласуется с наблюдаемой вы-
сотой хребта островной дуги (1 ∼ 2 км) в
Курило-Камчатской зоне субдукции. Одна-
ко, влияние трения на величину впадины не
столь существенно. Для впадины получены
значения около 5,5–6 км, что довольно близ-
ко к величине глубоководного желоба (около
7 км) в районе Курило-Камчатской зоны суб-
дукции.
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Рис. 6. Коллизия плит (модель деформируемой плиты с выступом на нижней поверхности): (а)
расчетная область после решения вспомогательной задачи о приложении веса к плите; (б ), (в), (г)

деформированные конфигурации в финальные моменты времени в расчетах с поверхностями
текучести: (б ) Хубера–Мизеса, (в) конической Друкера–Прагера, (г) параболической

Друкера–Прагера



18 Аннин Б.Д., Коробейников С.Н.

Рис. 7. Геометрические параметры области, включающие плиты и мантию до приложения веса

Рис. 8. Сценарий развития коллизии плит: (а) конфигурации деформированных плит в процессе
их коллизии; (б ), (в) конфигурации деформированных плит при t = 0, 402 млн лет и при

t = 1, 081 млн лет
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