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При построении методом блочного эле-
мента представлений решений граничных за-
дач для тел, занимающих сложные области,
не всегда удается просто обеспечить выпол-
нение автоморфизма многообразий с краем,
лежащего в основе метода. В работах [1–5]
показаны приемы применения автоморфиз-
ма для различных граничных задач. В ра-
боте [6] дано пояснение возникновения ав-
томорфизма в факторизационных методах и
систематизированы способы его реализации.

В настоящей работе излагается примене-
ние автоморфизма для области, являющейся
комбинацией классических областей. Таким
путем можно описывать сложные простран-
ственные конфигурации, достаточно точно
моделирующие области, занятые, например,
планетами и не всегда являющиеся классиче-
скими.

1. Способ построения псевдодифферен-
циальных уравнений основан на требовании
автоморфизма многообразий с краем, то есть
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носителей, на которых поставлена граничная
задача. Основанием для выполнения авто-
морфизма является теорема, доказательство
которой впервые опубликовано в [7]. Однако
в некоторых частных случаях псевдодиффе-
ренциальные уравнения удается построить,
не прибегая к автоморфизму. Дадим краткое
изложение основных особенностей автомор-
физма [6].

На примере скалярной граничной зада-
чи в выпуклой области Ω с кусочно-гладкой
границей ∂Ω для эллиптического дифферен-
циального уравнения в частных производ-
ных с постоянными коэффициентами мето-
дом Винера-Хопфа строится псевдодиффе-
ренциальное уравнение граничной задачи и
изучается его связь с автоморфизмом. До-
казано, что выполнение автоморфизма и об-
ращение в нуль псевдодифференциального
уравнения являются эквивалентными требо-
ваниями.

Описанная выше граничная задача в ис-
ходной декартовой системе координат дается
уравнением

Q(∂x1, ∂x2, ∂x3)ϕ =

=

2M∑
m=1

2P∑
p=1

2N∑
n=1

Ampnϕ
(m)(p)(n)
x1x2x3 = 0, (1)

Ampn = const, ϕ (x) = ϕ (x1, x2, x3) ,

x = {x1, x2, x3} , x ∈ Ω.

Не повторяя традиционную процедуру све-
дения граничной задачи к функциональному
уравнению, запишем его в виде [1]

Kν(αν)Φν(αν) =

∫∫
∂Ω

ων , (2)

−Q (−iαν1 ,−iαν2 ,−iαν3) ≡ Kν(αν1 , α
ν
2 , α

ν
3).

где ων — внешняя форма, порождаемая
дифференциальным уравнением на много-
образии Ω, зависящая от всех производных
функции ϕ вплоть 2N − 1 порядка вклю-
чительно, рассматриваемых на границе ∂Ω;
Kν(αν) = Kν(αν1 , α

ν
2 , α

ν
3) — полином трех

комплексных переменных в системе коор-
динат xν касательного расслоения границы,
αν1 , αν2 , αν3 — параметры преобразования Фу-
рье, Φν(αν) — преобразование Фурье искомой
функции граничной задачи. Ось xν3 направ-
лена по нормали к границе.

Обозначим через αν3r± = αν3r±(αν1 , α
ν
2) —

нули полинома Kν(αν) = Kν(αν1 , α
ν
2 , α

ν
3), ле-

жащие в верхней полуплоскости, при знаке

плюс, и в нижней — при знаке минус, по-
лагая их однократными. Считаем, что число
нулей каждой группы равно N в каждой си-
стеме координат. Будем также считать, что
некоторый участок ∂Ω0 границы ∂Ω лежит в
плоскости xν3 = 0. Дополнение этого участка
до всей границы обозначим ∂Ω1.

Согласно дифференциальному методу
факторизации, соотношения (2) должны вы-
полняться в каждой системе координат xν

касательного расслоения границы [1]. Учи-
тывая, что Ω всегда расположена в области
xν3 6 0, соотношения (2) можно переписать в
виде

Kν(αν)Φν
−(αν) = F ν−, F ν− =

∫∫
∂Ω

ων . (3)

Здесь используется традиционное для фак-
торизационных методов обозначение функ-
ций, регулярных в верхней (знак плюс)
или нижней (знак минус) полуплоскостях.
Полученное соотношение является непол-
ным функциональным уравнением Винера–
Хопфа в связи с отсутствием второй неиз-
вестной функции, регулярной в верхней по-
луплоскости [8, 9].

Применим к нему технику решения функ-
циональных уравнений Винера–Хопфа [8, 9].
Решение будем искать в классе медленно
растущих обобщенных функций Hs. Осу-
ществим дифференциальную факторизацию
коэффициента Kν(αν) характеристического
уравнения (2) как функции параметра αν3 .

Kν(αν) = Kν
+(αν)Kν

−(αν),

Kν
±(αν) =

N∏
r=1

(αν3 − αν3r∓).

Разделим уравнение (3) на Kν
+(αν) и введем

обозначения[
Kν

+(αν)
]−1

F ν−1 =

=
[
Kν

+(αν)
]−1

∫∫
∂Ω1

ων = Dν + T ν ,

[
Kν

+(αν)
]−1

F ν−0 =

=
[
Kν

+(αν)
]−1

∫∫
∂Ω0

ων = Lν +Bν ,

F ν− = F ν−0 + F ν−1.

Здесь Dν — полином переменного αν3 поряд-
ка N−1 с коэффициентами в виде экспонент,
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зависящих от αν3 , убывающих в нижней по-
луплоскости; T ν — остаток от деления функ-
ций F ν−1 на Kν

+(αν); Lν — полином с коэффи-
циентами, зависящими от αν1 , αν2 ; Bν — ра-
циональная функция, представляющую со-
бой остаток от деления полиномов F ν−0 на
Kν

+(αν).
Применив обычную технику факториза-

ции [8, 9], приходим к соотношениям

Φν
−(αν) =

[
Kν

−(αν)
]−1×

×
[
Dν + Lν + T ν− +Bν

− +G
]
, (4)

T ν+ +Bν
+ −G = 0. (5)

G — полином порядка N−1 переменного αν3 с
произвольными коэффициентами, возникаю-
щий в связи с применением теоремы Лиувил-
ля об оценке целой функции во всей плоско-
сти [8,9]. Коэффициенты зависят от парамет-
ров αν1 , αν2 .

При построении формул (4), (5) исполь-
зованы соотношения факторизации в виде
суммы аналитических функций, заданных
в некоторой полосе регулярности, содержа-
щей вещественную ось Imαν3 = 0, имеющие
вид [8, 9] [

Kν
+(αν)

]−1
T ν = T ν+ + T ν−,[

Kν
+(αν)

]−1
Bν = Bν

+ +Bν
−.

2. Произведем некоторый анализ формул
(4), (5).

Определение 1. Назовем псевдодиффе-
ренциальным уравнением граничной задачи
в методе блочного элемента соотношение

T ν+ +Bν
+. (6)

Определение 2. Назовем автоморфизмом
многообразия граничной задачи в методе
блочного элемента соотношение

ϕ (x) = ϕ (x1, x2, x3) = 0,

x = {x1, x2, x3} /∈ Ω.
(7)

Теорема. В методе блочного элемента
для граничной задачи (1) условие выпол-
нения автоморфизма и обращение в нуль
псевдодифференциального уравнения экви-
валентны.

Приведем несколько способов доказа-
тельства этой теоремы.

1) Рассмотрим вначале область Ω, отлич-
ную от полупространства.

Тогда из уравнения (4) следует, что вы-
полнение условия (7) возможно лишь при
условии G = 0. Отсюда следует (6).

Обратно, если имеет место соотношение
(6), то из формулы (5) следует равенство
G = 0, что обеспечивает автоморфизм.

Рассмотрим теперь случай, когда область
Ω является полуплоскостью. В этом случае
соотношения (4), (5) принимают вид

Φν
−(αν) =

[
Kν

−(αν)
]−1 [

Lν +Bν
− +G

]
, (8)

Bν
+ −G = 0. (9)

Соотношение (8) обеспечивает автоморфизм,
так как функция

[
Kν

−(αν)
]−1

G является пре-
образованием Фурье функции с носителем в
области Ω.

Рассмотрим соотношение (9). Как функ-
ция параметра αν3 оно представляет собой
сумму рациональной функции и полинома.
Равенство нулю для всех αν3 , обеспечивает-
ся тогда и только тогда, когда имеют место
равенства

Bν
+ = 0, G = 0.

Для доказательства обратного исключим из
соотношений (8), (9) полином G. Получим
выражение вида

Φν
−(αν) =

[
Kν

−(αν)
]−1 [

Lν +Bν
− +Bν

+

]
,

Из последней формулы видно, что функ-
ция ϕ (x) будет иметь носитель в области
Ω тогда и только тогда, когда обращается
в ноль псевдодифференциальное уравнение,
т.е. Bν

+ = 0.
2) Второе доказательство основано на

представлении функционального уравнения
(3) в виде

Φν
−(αν) = [Kν(αν)]−1 F ν− (10)

и последующей факторизации в виде суммы
правой части, что дает соотношения

[Kν(αν)]−1 F ν− = Mν
+ +Mν

−,

Φν
−(αν) = Mν

−,

Mν
+ = 0. (11)

Доказательство теоремы очевидно.
3) Третий способ предполагает непосред-

ственное вычисление представления решения
вне области Ω в локальной системе коорди-
нат и наложение требования обращения его
в нуль, то есть выполнение автоморфизма.

В результате преобразований из этого
условия получаются псевдодифференциаль-
ные уравнения [1,10]. Все три способа приво-
дят к одним и тем же результатам.
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Доказанная теорема обобщается на слу-
чай систем дифференциальных уравнений в
частных производных. В общем, векторном
случае, справедлива

Теорема. В методе блочного элемента
для системы линейных дифференциальных
уравнений в частных производных с постоян-
ными коэффициентами условие выполнения
автоморфизма и обращение в нуль псевдо-
дифференциального уравнения эквивалент-
ны.

Доказательство теоремы аналогично при-
веденным выше, однако имеет свою специфи-
ку. Ограничимся некоторыми замечаниями.

Замечание. Кажущийся наиболее доступ-
ным для построения псевдодифференциаль-
ного уравнения второй способ, дающий в
векторном случае матричное представление
псевдодифференциального уравнения (11),
на деле дает вырожденную матрицу Mν

+ и
извлечение из нее независимых соотношений
является достаточно сложной задачей [11].

Первый метод является более предпочти-
тельным в сочетании с факторизацией поли-
номиальных матриц-функций, представлен-
ной в работах [12,13]. Третий метод является
наиболее общим, т.к. его можно использовать
не только в декартовых, но и в криволиней-
ных координатах, сочетая при этом с фак-
торизацией матриц-функций. Как известно,
класс граничных задач, допускающих сведе-
ние к уравнениям типа Винера–Хопфа, весь-
ма ограничен. В частности, в криволиней-
ных координатах это большая редкость. По-
этому не стоит надеяться на возможность
получения функциональных уравнений, по-
добных (3). В связи с этим предпочтитель-
но строить псевдодифференциальные урав-
нения, рассматривая автоморфизм многооб-
разий как более доступный для анализа при-
ем, особенно когда речь идет о сложных
по постановке граничных задачах для си-
стем дифференциальных уравнений в част-
ных производных. Однако, как сказано вы-
ше, использование этих теорем оправдано
только в связи с доказательством теоремы о
граничных свойствах решений исследуемых
задач, доказанной в [7].

3. В качестве примера на применение ав-
томорфизма к неклассическим областям по-
строим псевдодифференциальные уравнения
и представление решения методом блочного
элемента для области типа «приплюснутого
шара» или «чечевицы», формируемой как пе-
ресечение областей двух смещенных на неко-
торое расстояние шаров радиуса A. Предпо-
лагается, что их центры отстоят на рассто-

янии h. Ради простоты рассмотрим тот слу-
чай, когда имеет место соотношение

h−A < A < h., (12)

означающее, что оси цилиндров находятся
вне области Ω3 = Ω1 ∩ Ω2.

Здесь Ω1, Ω2 — области, занятые первым
и вторым шарами соответственно.

Требование автоморфизма [6] приводит к
следующим псевдодифференциальным урав-
нениям, в формулах которых приняты обо-
значения работы [14]

B−1
21 (θ, ϕ)

[ (
r−0,5Jl+0,5(kr)

)−1×

×

{ 2π∫
0

π−θ0∫
π

g1

〈
r−0,5Jl+0,5(kr)×

× ∂ψ1

∂r
− ψ1

∂r−0,5Jl+0,5(kr)

∂r

〉
A2 sin θdθdϕ+

+

2π∫
0

π∫
γ0

g2(γ, σ, l,m)
〈
f1(ρ, γ, l, k)

∂ψ2

∂ρ
−

− ψ2
∂f1(ρ, γ, l, k)

∂ρ

〉
A2 sin γdγdσ

}]
= 0, (13)

θ, ϕ ∈ ∂Ω10.

Во всех формулах как в значениях внешних
форм на границах ωνµ, так и под интеграла-
ми, после выполнения операций дифферен-
цирования необходимо брать r = A, ρ = A. В
формулах приняты обозначения

θ0 = γ0 = arccos
h

2A
,

B−1
21 (γ, σ)

[ (
ρ−0.5Jl+0.5(kρ)

)−1×

×

{ 2π∫
0

π∫
γ0

g2

〈
ρ−0,5Jl+0,5(kρ)

∂ψ2

∂ρ
−

− ψ2
∂ρ−0,5Jl+0,5(kρ)

∂ρ

〉
B2 sin γdγdσ+

+

2π∫
0

π−θ0∫
π

g1(θ, ϕ, s, n)

〈
f1(r, θ, s, k)

∂ψ1

∂r
−

− ψ1
∂f1(r, θ, s, k)

∂r

〉
A2 sin θdθdϕ

}]
= 0,

γ, σ ∈ ∂Ω20.
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При выполнении оператора B−1
21 (γ, σ) в фор-

мулах (4) необходимо брать вместо l,m пара-
метры s, n соответственно. Интегрирование
осуществляется согласно ориентации границ.

Общее представление решений во всех
рассмотренных случаях дается соотношени-
ем

ψ(r, θ, ϕ) = B−1
3 (r, θ, ϕ)K−1(λ, k)

∫
∂Ωk

ω, (14)

r, θ, ϕ ∈ Ωk, k = 3, 4, 5.
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