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LOCAL ELASTIC CHARACTERISTICS OF ANTIFRICTION COMPOSITES ON THE BASIS OF THE
BINDING WITH HIGH EPOXY-GROUP CONCENTRATION
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The problem of numerical modeling of local elastic characteristics in three-phase non-
textured antifriction epoxy-based composites with high epoxy-group concentration (EPAF-
mark and its modification) is being solved. Modeling is based on general singularity
approximation of the theory of random fields. The calculations of operators (tensors)
components of stresses and strains concentrations connecting averages stresses and strains on
a material with their local values are carried out. Dependences of components of the specified
tensors on the type of binding and concentration of isotropic graphite and copper inclusions
are investigated.
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Введение

Нетекстурированные композиты на эпок-
сидной основе находят широкое примене-
ние в узлах и деталях трибосопряжений.
Из них изготавливают поршневые кольца
компрессоров, работающих без смазки, под-
шипники скольжения и т.п. Для оценки ра-
ботоспособности изделий из этих материа-
лов необходимо уже на стадии проектиро-
вания композитов осуществлять прогноз их
физико-механических (в частности, упругих)
свойств [1, 2]. Вопросы, связанные с моде-
лированием и расчетом эффективных упру-
гих характеристик нетекстурированных ком-
позитов в зависимости от состава и концен-
трации компонентов, рассматривались мно-
гими авторами. Подробный обзор этих иссле-

дований можно найти, например, в [3]. За-
дача прогнозирования эффективных моду-
лей упругости трехфазных нетекстурирован-
ных композитов на эпоксидной основе анти-
фрикционного назначения в зависимости от
состава и концентрации компонентов реше-
на в [4]. Однако проблеме прогнозирования
локальных (внутренних) упругих характери-
стик композитов в научной литературе уде-
лено мало внимания [5–7]. Между тем зада-
ча моделирования и расчета напряжений и
деформаций, возникающих внутри отдельно-
го элемента неоднородности в зависимости
от состава, концентрации компонентов ком-
позита и вида приложенного внешнего воз-
действия, является актуальной и имеет прак-
тический интерес. Ее решение дает возмож-
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ность исследователям вести целенаправлен-
ный поиск новых, обладающих заданными
свойствами композитных материалов.

1. Постановка задачи и построение
модели

Структура реальных композитных мате-
риалов представляет собой стохастическую,
или случайно-неоднородную, сплошную сре-
ду. При этом тензоры напряжений σ, дефор-
маций ε, модулей упругости c и податливости
s являются случайными функциями коорди-
нат r. Они могут быть представлены в виде
суммы средних значений и флуктуаций (для
удобства в дальнейшем, если это возможно,
индексы в записи компонент тензоров и эле-
ментов матриц будут опускаться) [3, 8]

σ(r) = 〈σ(r)〉+ σ′(r), ε(r) = 〈ε(r)〉+ ε′(r),

c(r) = 〈c(r)〉+ c′(r), s(r) = 〈s(r)〉+ s′(r).

В рамках линейной теории флуктуации ли-
нейно зависят от средних значений

σ′(r) = P (r)〈σ(r)〉, ε′(r) = Q(r)〈ε(r)〉.

Здесь P (r) и Q(r) являются интегральны-
ми операторами, описывающими взаимодей-
ствие между включениями. Тогда связь меж-
ду локальными и средними напряжениями в
материале может быть представлена в виде

σ(r) = (I + P (r)) 〈σ(r)〉,

ε(r) = (I +Q(r)) 〈ε(r)〉,

где I — единичный тензор четвертого ран-
га, угловые скобки определяют усреднение
по ансамблю, которое при выполнении гипо-
тезы эргодичности, совпадает с усреднением
по объему [3,8].

Это приводит к тому, что локальные на-
пряжения и деформации можно охаракте-
ризовать безразмерными операторами кон-
центраций напряжений Kσ(r) и деформаций
Kε(r) (тензоры четвертого ранга). Операто-
ры концентраций связывают локальные зна-
чения тензора напряжений σij(r) (деформа-
ций εij(r)) с внешними (средними) по мате-
риалу напряжениями 〈σkl(r)〉 (деформация-
ми 〈εkl(r)〉) [3, 6, 7]:

σij(r) = Kσ
ijkl(r)〈σkl(r)〉,

εij(r) = Kε
ijkl(r)〈εkl(r)〉.

Удобство такого представления заключается
в том, что операторы концентраций зависят
только от материальных параметров среды и
микроструктуры материала, а не от прикла-
дываемых нагрузок.

Если предположить однородность полей
деформаций в композите, т.е. ε′(r) = 0, то
получится приближение Фойгта. Тогда вы-
ражения для операторов концентраций на-
пряжений и деформаций примут следующий
вид:

Kσ(r) = c(r)〈c(r)〉−1, Kε(r) = I.

Если предположить однородность полей на-
пряжений в композите, т.е. σ′(r) = 0, то по-
лучится приближение Ройсса, а выражения
для операторов концентраций напряжений и
деформаций примут вид

Kσ(r) = I, Kε(r) = s(r)〈s(r)〉−1.

Однако приближения Фойгта и Ройсса не
позволяют учитывать взаимодействие эле-
ментов неоднородности и проводить коррект-
ный анализ локальной концентрации напря-
жений и деформаций. Для приближений,
учитывающих взаимодействие включений,
вычисления усложняются. Для корректно-
го анализа операторов концентраций в этом
случае необходимо решать систему стохасти-
ческих дифференциальных уравнений 2-го
порядка (уравнений равновесия) с соответ-
ствующими граничными условиями [3,6, 7].

Используя метод функций Грина с помо-
щью специально вводимого однородного те-
ла сравнения, в [3,8] установлена связь меж-
ду локальными и средними по материалу де-
формациями

ε(r) = (I −Q(r)c′′(r))−1×
× 〈(I −Q(r)c′′(r))−1〉−1〈ε(r)〉,

где двойным штрихом обозначена разность
между величинами неоднородной среды и од-
нородного тела сравнения. Откуда получа-
ются формальные выражения для операто-
ров концентраций деформаций и напряже-
ний

Kε(r) = (I −Q(r)c′′(r))−1×
× 〈(I −Q(r)c′′(r))−1〉−1; (1.1)

Kσ(r) = c(r)(I −Q(r)c′′(r))−1×
× 〈c(r)(I −Q(r)c′′(r))−1〉−1. (1.2)

В общем случае по соотношениям (1.1) и
(1.2) точные вычисления операторов Kσ(r)



Локальные упругие характеристики антифрикционных композитов на основе связующих. . . 13

и Kε(r) провести не удается. Поэтому в рам-
ках обобщенного сингулярного приближения
теории случайных полей используется толь-
ко сингулярная составляющая тензора Гри-
на уравнений равновесия, зависящая лишь от
дельта-функций Дирака. В этом случае инте-
гральный оператор Q(r) можно заменить по-
стоянным тензором g, что с физической точ-
ки зрения равносильно предположению одно-
родности полей напряжений и деформаций в
пределах неоднородности [3, 8]. При этом

gijkl = ai)(kl)(j ,

где

aiklj = − 1

4π

∫
nknjt

−1
il dΩ,

dΩ = sin θ dθdϕ, t−1il — элементы мат-
рицы, обратной матрице T с элементами
til = ccikljnknj , а nk и nj (k , j = 1 , 2 , 3) —
компоненты вектора внешней нормали к по-
верхности включения. Для эллипсоидаль-
ных включений с главными полуосями l1,
l2 и l3 компоненты вектора нормали опре-
деляются соотношениями n1 = 1

l1
sin θ cosϕ,

n2 = 1
l2

sin θ sinϕ, n3 = 1
l3

cos θ. По парам ин-
дексов i и j, k и l, заключенным в выраже-
нии для компонент gijkl тензора g в круглые
скобки, осуществляется операция симметри-
зации. Верхний индекс «с» в записи компо-
нент cciklj тензора модулей упругости обозна-
чает, что рассматриваются упругие харак-
теристики однородного тела сравнения. Для
матричной структуры параметры тела срав-
нения можно принять равными соответству-
ющим характеристикам матрицы [9].

Тогда выражения (1.1) и (1.2) для опера-
торов концентраций напряжений и деформа-
ций примут следующий вид:

Kσ(r) = c(r)(I − gc′′(r))−1×
× 〈c(r)(I − gc′′(r))−1〉−1, (1.3)

Kε(r) = (I − gc′′(r))−1×
× 〈(I − gc′′(r))−1〉−1. (1.4)

Соотношения (1.3) и (1.4) для операторов
концентраций являются основополагающими
в рамках обобщенного сингулярного прибли-
жения теории случайных полей. Причем, в
отличие от приближений Фойгта и Ройсса,
они учитывают взаимодействия между эле-
ментами неоднородности.

Обратимся подробнее к процедуре усред-
нения. Как уже отмечалось, в случае выпол-
нения условия эргодичности, можно исполь-
зовать усреднение по объему. Для трехфаз-
ного композита с изотропными компонента-
ми и объемными концентрациями ν1, ν2, ν3
(ν1 + ν2 + ν3 = 1), где индексы «1» и «2» от-
носятся к включениям двух разных типов, а
«3» — к матрице, процедура усреднения сво-
дится (для некоторой случайной величины
a(r)) к суммированию

〈a(r)〉 = ν1a1 + ν2a2 + ν3a3. (1.5)

Используя в качестве параметров тела срав-
нения упругие модули матрицы (cc = c3), вы-
ражение для c′′(r) в (1.3), (1.4) примет вид

c′′(r) = c(r)− c3.

Причем c′′(r) = c1 − c3, c′′(r) = c2 − c3 при
расчетах во включениях соответственно 1-го
и 2-го типов, c′′(r) = 0 при вычислениях в
матрице. Тогда соотношения для операторов
Kσ и Kε во включениях 1-го и 2-го типов,
учитывая (1.5), примут следующий вид:

Kσ
вn =

= cn(I− g(cn− c3))−1
(
ν1с1(I− g(c1− c3))−1+

+ ν2с2(I − g(c2 − c3))−1 + ν3c3
)−1

, (1.6)

Kε
вn =

= (I − g(cn − с3))−1
(
ν1(I − g(c1 − с3))−1+

+ ν2(I − g(c2 − с3))−1 + ν3I
)−1

, (1.7)

n = 1, 2.

Аналогичные выражения для операторовKσ

и Kε в матрице примут вид

Kσ
м = c3

(
ν1с1(I − g(c1 − c3))−1+

+ ν2с2(I − g(c2 − c3))−1 + ν3c3
)−1

, (1.8)

Kε
м =

(
ν1(I − g(c1 − с3))−1+

+ ν2(I − g(c2 − с3))−1 + ν3I
)−1

. (1.9)

В формулах (1.6)–(1.9) нижний индекс «в»
относится к включению, а индекс «м» — к
матрице, ci — тензор модулей упругости i-го
компонента (i = 1 , 2 , 3).
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Модули упругости компонентов композита

Тип компонента Материал
компонента

E, ГПа γ ρ, г/см3

1 Графит 10,9 0,235 2,267
2 Медь 125 0,28 8,93

3
ЭПАФ 5,4 0,46 1,30

ЭПАФ-м 4,6 0,42 1,24

2. Проведение модельных расчетов

Для получения высокопрочных и тепло-
стойких композитных материалов на осно-
ве полимерных матриц наиболее перспектив-
ными связующими являются соединения с
высоким содержанием эпоксидных групп —
от 28 до 54% (это в 1,5–2,5 раза выше, чем
у наиболее часто применяемой в промыш-
ленности отечественной смолы марки ЭД-20
или ее американского аналога DER-330) [10].
В этой же работе [10] приведены результа-
ты исследований прочностных и теплофи-
зических показателей эпоксидных материа-
лов на основе триглицидилпарааминофено-
ла — смол марок ЭПАФ и ЭПАФ-м (смола
ЭПАФ-м модифицирована диглицидиловым
эфиром DL-камфорной кислоты в соотноше-
нии 60 : 40). Содержание эпоксидных групп
для ЭПАФ равняется 38%, а для ЭПАФ-
м – 30%. В [10] показано, в частности, что
отвержденные полимеры на основе исследо-
ванных эпоксидов достигают максимальных
значений физико-механических показателей
для описанных в литературе материалов та-
кого класса, а указанные составы связующих
могут представлять особый интерес для вы-
сокопрочных и теплостойких армированных
пластиков и клеев.

Учитывая результаты проведенных в [10]
исследований, в настоящей работе рассмат-
риваются модельные композиты, упругие мо-
дули изотропных компонентов которых со-
ответствуют материалам на основе полимер-
ных связующих ЭПАФ и ЭПАФ-м с вклю-
чениями сферической формы (одинакового
среднего радиуса) двух типов. К первому
типу относятся включения из графита, ко-
торые выполняют в основном антифрикци-
онную роль. Второму типу соответствуют
включения из меди, основная функция ко-
торых состоит в упрочнении композитных
материалов. Модули упругости компонентов
материалов представлены в таблице (E — мо-
дуль Юнга при сжатии, γ — коэффициент
Пуассона, ρ — плотность).

Выбор в качестве включений для мо-
дельных композитов именно этих материа-
лов обусловлен следующими причинами. Во-
первых, графит обладает хорошими анти-
фрикционными характеристиками. Этот ма-
териал не только имеет низкий коэффициент
трения, но и повышает износостойкость ком-
позитных изделий [1,2]. Во-вторых, медь яв-
ляется наполнителем, физико-механические
характеристики которого хорошо изучены.
Этот материал широко применяется в три-
ботехнике, поскольку обладает достаточно
хорошими антифрикционными и упругими
свойствами при своей относительно неболь-
шой стоимости.

Далее в работе для модельных компо-
зитов по формулам (1.6) – (1.9) были про-
ведены вычисления их локальных упругих
свойств, определяемых операторами концен-
траций напряжений и деформаций. Исследо-
ваны зависимости компонент указанных тен-
зоров от типа связующего и концентрации
изотропных включений из графита и меди.
При этом основное внимание было уделено
анализу зависимости только тех компонент
операторов концентраций, которые в анти-
фрикционных композитах «отвечают» за ра-
боту при сжатии и сдвиге.

Графики, представленные на рис. 1–4,
описывают зависимости значений компонент
1111 операторов Kσ и Kε при изменении
концентрации включений 1-го и 2-го типов.
Они дают преставление о влиянии компонен-
ты 11 приложенного внешнего напряжения
на величину внутреннего «отклика» в том
же направлении в каждом отдельном эле-
менте неоднородности композита. Отметим,
что компонента 11 «отвечает» в материале за
сжимающее воздействие в направлении оси
абсцисс.

Графики, представленные на рис. 5–8,
описывают зависимости значений компонент
1212 операторов Kσ и Kε при изменении
концентрации включений 1-го и 2-го типов.
Они дают представление о влиянии компо-
ненты 12 приложенного внешнего напряже-
ния на величину внутреннего «отклика» в
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а) б)

Рис. 1. Зависимости компонент 1111 операторов Kσ (а) и Kε (б) от процентной концентрации
графита при 60% (по массе) концентрации меди: 1 — графит; 2 – медь; 3 — ЭПАФ

а) б)

Рис. 2. Зависимости компонент 1111 операторов Kσ (а) и Kε (б) от процентной концентрации
графита при 60% (по массе) концентрации меди: 1 — графит; 2 — медь; 3 — ЭПАФ-м

а) б)

Рис. 3. Зависимости компонент 1111 операторов Kσ (а) и Kε (б) от процентной концентрации меди
при 10% (по массе) концентрации графита: 1 — графит; 2 —- медь; 3 — ЭПАФ
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а) б)

Рис. 4. Зависимости компонент 1111 операторов Kσ (а) и Kε (б) от процентной концентрации меди
при 10% (по массе) концентрации графита: 1 — графит; 2 — медь; 3 — ЭПАФ-м

а) б)

Рис. 5. Зависимости компонент 1212 операторов Kσ (а) и Kε (б) от процентной концентрации
графита при 60% (по массе) концентрации меди: 1 — графит; 2 — медь; 3 — ЭПАФ

том же направлении в каждом отдельном
элементе неоднородности композита. Отме-
тим, что компонента 12 «отвечает» в мате-
риале за сдвиговое воздействие вдоль плос-
кости, образованной осями абсцисс и орди-
нат.

Заключение

Проведенные модельные исследования и
расчеты позволяют сделать следующие вы-
воды:

1) при увеличении массовой доли меди в
диапазоне, реально встречающемся в прак-
тике, рассматриваемые компоненты тензоров
Kσ и Kε изменяются нелинейно, а при уве-
личении концентрации графита — по закону,
близкому к линейному.

2) увеличение концентрации графита
приводит к уменьшению значений рассмат-
риваемых компонент тензора Kσ для компо-
зитов с обоими видами связующих.

3) внесение графита приводит к увеличе-
нию значений компонент 1111 и 1212 тензо-
ра Kε для композитов на основе ЭПАФ-м, а
также компоненты 1212 тензора Kε для ком-
позита со связующим ЭПАФ.

4) внесение меди приводит к уменьшению
значений компонент тензора Kσ и увеличе-
нию значений соответствующих компонент
тензора Kε.

5) связующие ЭПАФ и ЭПАФ-м хорошо
передают нагрузку, перераспределяя ее меж-
ду включениями упрочняющей и, особенно,
антифрикционной фаз композита, т.к. значе-
ния компонент 1111 и 1212 операторов кон-
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а) б)

Рис. 6. Зависимости компонент 1212 операторов Kσ (а) и Kε (б) от процентной концентрации
графита при 60% (по массе) концентрации меди: 1 — графит; 2 — медь; 3 — ЭПАФ-м

а) б)

Рис. 7. Зависимости компонент 1212 операторов Kσ (а) и Kε (б) от процентной концентрации меди
при 10% (по массе) концентрации графита: 1 — графит; 2 — медь; 3 — ЭПАФ

а) б)

Рис. 8. Зависимости компонент 1212 операторов Kσ (а) и Kε (б) от процентной концентрации меди
при 10% (по массе) концентрации графита: 1 — графит; 2 — медь; 3 — ЭПАФ-м
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центраций в матрице близки к единице (наи-
более ярко это проявляется при относитель-
но малой концентрации включений из меди
и графита).

6) сильное отклонение от единицы значе-
ний компонент 1111 и 1212 операторов Kσ

и Kε во включениях из меди (особенно при
концентрации менее 60%) указывает на недо-
статочно хорошую совместимость этой фа-
зы композита с другими его составляющими.
Это может приводить к преждевременному
выходу из строя изделий из данных компо-
зитных материалов в процессе их эксплуата-
ции, например, в тяжелонагруженных узлах
трения.
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