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Динамические процессы в полуогра-
ниченных средах, содержащих совокуп-
ность неоднородностей различной природы,
несмотря на большое количество посвящен-
ных им работ, продолжают привлекать вни-
мание многих исследователей. Это обуслов-
лено как широким спектром их приложения
в таких областях как сейсмология, геофизи-
ка, акустоэлектроника, дефектоскопия, ма-
шиностроение, материаловедение и т.д., так
и наличием большого числа фундаменталь-
ных теоретических проблем, требующих сво-
его решения. К их числу относятся проблемы
построения систем интегральных уравнений
(СИУ) рассматриваемого класса задач, во-
просы существования, единственности, кор-
ректной их разрешимости и т.д. Кроме того,
зависимость напряженно-деформированного
состояния механических систем подобного
рода от многих параметров делает традици-
онные аналитические и численные методы их
анализа неэффективными даже при неболь-
шом количестве дефектов, а с ростом часто-
ты колебаний и в областях больших размеров
многие из них неприменимы. В связи с этим
актуальными являются как исследования по-
добного рода задач в новой постановке, так
и разработка новых численно-аналитических
методов их решения. Особенно важным явля-
ется создание методов построения и анализа

матриц-символов Грина СИУ и их определи-
телей, лежащих в основе изучения резонанс-
ных свойств механических систем.

В настоящей работе рассматривается со-
вокупность неоднородностей (дефектов) ти-
па жестких включений и/или трещин, распо-
ложенных в плоскостях, параллельных гра-
ницам раздела слоев в трехслойной полуо-
граниченной среде. Подход, основанный на
разработанном авторами методе, позволил
подойти к изучению динамики сред, содер-
жащих неоднородности различной природы,
с единой позиции и при этом избежать воз-
растающей с ростом количества дефектов
громоздкости в описании и исследовании
краевых задач, а также значительно упро-
стить поиск условий возникновения экстре-
мальных состояний механической системы.
Другим преимуществом данного подхода яв-
ляется его применимость к исследованию ди-
намики сред с произвольным количеством
слоев и с учетом большого спектра физиче-
ских явлений, протекающих в неоднородных
телах в условиях связанности полей.

1. Общая постановка задачи

Перемещения w (x, y, z) = {w1, w2, w3}
точек пакета N упругих изотропных слоев,
занимающего объем (−∞ < x, y < +∞;
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−H 6 z 6 0), вызванные вибрацией границ
жестких включений и берегов трещин, рас-
положенных в Ñ уровнях по глубине паке-
та, описываются системой дифференциаль-
ных уравнений Ламе

(λk + µk) grad div wk+

+ µk∆wk − ρkω2wk = 0, (1.1)

wk (x, y, z) = w (x, y, z) ,

−2

k∑
m=1

hm 6 z 6 −2

k−1∑
m=1

hm, k = 1, 2, . . . , N

со следующими граничными условиями (об-
щий множитель e−iωt опущен):

на верхней грани

t (x, y, z)|z=0 = 0, −∞ < x, y < +∞, (1.2)

на границах раздела физико-механических
свойств слоев, не содержащих дефектов{

w+
k = w−

k , −∞ < x, y < +∞,
t+k = t−k , −∞ < x, y < +∞,

(1.3)

z = zk = −2
k∑
p=1

hp, k = 1, 2, . . . , N − 1,

в плоскостях расположения включений{
w+
p(k) = w−

p(k) = w0
p(k), (x, y) ∈ Ωp(k),

∆tp(k) = 0, (x, y) /∈ Ωp(k),
(1.4)

z = z̃k = −2

p(k)∑
p=1

hp, k = 1, 2, . . . , N1,

в плоскостях, содержащих трещины
t+m(k) = t−m(k) = t0m(k),

(x, y) ∈ Ω̃m(k),

∆wm(k) = 0, (x, y) /∈ Ω̃m(k),

(1.5)

z = z̃k = −2

m(k)∑
m=1

hm, k = 1, 2, . . . , N2,

на нижней грани пакета

w (x, y,−H) = 0, −∞ < x, y < +∞. (1.6)

Здесь
w±
k = w (x, y, z)|z=zk±0 ,

t±k = t (x, y, z)|z=zk±0

— векторы перемещений и напряжений на
верхней (+) и нижней (−) границах разде-
ла слоев; w±

p(k), t±p(k) — векторы перемещений
и напряжений на границах включения, зани-
мающего область Ωp(k) в плоскости z = z̃k,
∆tp(k) = t+p(k) − t−p(k), p(k) — номер границы
раздела слоев, где расположено k-тое вклю-
чение (k = 1, 2, . . . , N1); w±

m(k), t±m(k) — век-
торы перемещений и напряжений на бере-
гах трещины, занимающей область Ω̃m(k) в
плоскости z = z̃k, ∆wm(k) = w+

m(k) − w−
m(k),

m(k) — номер границы раздела слоев, со-
держащей k-тую трещину (k = 1, 2, . . . , N2);
N1 +N2 = Ñ в предположении, что p 6= m.

Краевая задача (1.1)–(1.6) сводится к ре-
шению СИУ [1–3]

∫
δ1

∫
δ2

K (α, β, ω) Q (α, β) e−i(αx+βy)dαdβ =

= f (x, y) , (1.7)

(x, y) ∈ Ω,

где f (x, y) =
{
w0
p(1),w

0
p(2), . . . ,w

0
p(N1)

, t0m(1),

t0m(2), . . . , t
0
m(N2)

}
— многомерный век-

тор, компонентами которого являют-
ся векторы перемещений и напряже-
ний, заданные на границах включе-
ний и берегах трещин соответственно,
Q =

{
ηp(1), . . . , ηp(N1), fm(1), . . . , fm(N2)

}
—

многомерный вектор, имеющий своими
компонентами трансформанты Фурье ηp(k)
скачков векторов напряжений ∆tp(k) (x, y)
на границах включений и fm(k) — скач-
ков векторов перемещений ∆wm(k) (x, y)
на берегах трещин. Носителем каждой из
вектор-функций ∆tp(k) (x, y), ∆wm(k) (x, y)
является соответствующая область из Ω,
Ω =

{
Ωp(1),Ωp(2), . . . ,Ωp(N1), Ω̃m(1), Ω̃m(2), . . . ,

Ω̃m(N2)

}
. Так как дефекты расположены в

разных плоскостях, то матрица-символ яд-
ра K (α, β, ω) СИУ (1.7), в отличие от СИУ
традиционных контактных задач, является
блочной

K (α, β, ω) = ‖Kij‖Ñi,j=1 ,

Kij (α, β) =
∥∥Kij

mn (α, β)
∥∥3
m,n=1

.
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Введем матрицы, характеризующие положе-
ние в среде включений

GNp =
[
K−
p (h1, h2, . . . , hp)

]−1−
− [KN−p (hp+1, hp+2, . . . , hN )]−1 (1.8)

и трещин

SNm = K−
m (h1, h2, . . . , hm)−

−KN−m (hm+1, hm+2, . . . , hN ) . (1.9)

Здесь K−
n — матрица Грина пакета n слоев со

свободной верхней гранью, KN−n — матрица
Грина пакета (N − n) слоев на жестком осно-
вании, n принимает значения p (k) или m (k).
В этих обозначениях

K=
ii

{
G−1
Np(i), i 6 N1,

S−1
Nm(i−N1)

, N1 < i 6 Ñ ,
(1.10)

Kij =

{
Vp(i)p(j), i < N1, j < N1,

Mp(i)m(j−N1), i < N1, j > N1,

Kij =

{
Lm(i−N1)p(j), i > N1, j 6 N1,

Dm(i−N1)m(j−N1), i > N1, j > N1.

Матрицы Lij , Vij и Dij , Mij определяются
из соотношений [4]

Lp(i)p(j) =

=


R−
p(i)p(j)

(
K−
p(j)

)−1
G−1
Np(j),

p (i) < p (j) ,

Rp(i)p(j)K
−1
N−p(j)G

−1
Np(j),

p (i) > p (j) ,

(1.11)

Vp(i)p(j) =


K−
p(i)Lp(i)p(j),

p (i) < p (j) ,

KN−p(i)Lp(i)p(j),

p (i) > p (j) ,

(1.12)

Dm(i)m(j) =


R−
m(i)m(j)S

−1
Nm(j),

m (i) < m (j) ,

Rm(i)m(j)S
−1
Nm(j),

m (i) > m (j) ,

(1.13)

Mm(i)m(j) =


K−
m(i)Dm(i)m(j),

m (i) < m (j) ,

KN−m(i)Dm(i)m(j),

m (i) > m (j) ,

, (1.14)

а матрицы Rkm и R−
km даются формулами

Rkm = (−1)(k−m)
m+1∏
i=k

F−1
N+1−i (hi) B+ (−hi),

R−
km =

m∏
i=k+1

Φ−1
i (h1, h2, . . . , hi) B− (hi).

Рекуррентная процедура вычисления мат-
риц K−

m

(
h1, h2, . . . , hm

)
, KN−m

(
hm+1, hm+2,

. . . , hN
)
, Φm

(
h1, h2, . . . , hm

)
, FN−m

(
hm+1,

hm+2, . . . , hN
)
приведена в [3]. Вспомогатель-

ные матрицы B± даются в [5].
Элементы введенных матриц зависят от

параметров преобразования Фурье α, β, ча-
стоты гармонических колебаний ω, а так-
же физико-механических параметров (плот-
ности ρk, модуля сдвига µk, коэффициен-
та Пуассона νk) слоев, полутолщины hk
которых указаны в качестве аргументов,
k = 1, 2, . . . , N . Все они, за исключением
S−1
Nm,Dmk, имеют структуру, присущую эле-

ментам матриц-символов Грина упругих по-
луограниченных сред без дефектов. Разме-
ры и относительное расположение областей
Ωp(k), Ω̃m(k) также являются параметрами за-
дачи.

Полученные в виде произведения матриц
представления (1.10)- (1.14) допускают про-
стую интерпретацию результатов и удобны
для проведения дальнейшего анализа эле-
ментов и определителя блочной матрицы-
символа ядра СИУ.

Установлено, что диагональные элементы
символа ядра K в (1.7) — матрицы

G−1
Np (α, β) =

∥∥∥GNpij ∥∥∥3
i,j=1

,

S−1
Nm (α, β) =

∥∥SNmij ∥∥3
i,j=1

обладают следующими свойствами [6]:
1) gNp (λ, ω) = det G−1

Np (α, β),
sNm (λ, ω) = det S−1

Nm (α, β) являются меро-
морфными функциями параметра λ и допус-
кают представление в виде

gNp (λ, ω) =

2∏
k=1

ξ1 (h1, . . . , hN )

∆kN (h1, . . . hN )
,

sNm (λ, ω) =
2∏

k=1

ξ2 (h1, . . . , hN )

∆kN (h1, . . . hN )
,
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ξ1 = ∆kp (h1, h2, . . . , hp)×
×Dk(N−p) (hp+1, hp+2, . . . , hN ) ,

ξ2 = D−
km (h1, h2, . . . , hm)×
×∆k(N−m) (hm+1, hm+2, . . . , hN ) ,

где ∆kp — знаменатель, а Dkp — числитель
определителя матрицы-символа Грина паке-
та p-слоев на жестком основании D−

km —
знаменатель определителя матрицы-символа
Грина пакета m-слоев со свободной верхней
гранью (k = 1 отвечает антиплоской задаче,
а k = 2 — плоской).

2) Функции gNp (λ, ω), sNm (λ, ω) могут
иметь конечное число вещественных нулей и
полюсов, остальные — комплексные с точ-
кой сгущения на бесконечности; gNp (λ, ω),
sNm (λ, ω) 6= 0 для α ∈ δ1, β ∈ δ2.

3) Функции GNpi3 (α, β), SNmi3 (α, β) и
GNp3i (α, β), SNm3i (α, β), i = 1, 2 нечетные,
остальные — четные. Элементы GNpij (α, β),
SNmij (α, β) обладают асимптотикой вида

GNpij (α, β) = λ−1CNpij (ϕ)
[
1 +O

(
λ−ε

)]
,

SNmij (α, β) = λCNmij (ϕ)
[
1 +O

(
λ−ε

)]
, ε > 0,

α = λ cosϕ, β = λ sinϕ, 0 6 ϕ 6 2π.

Коэффициенты CNpij (ϕ), CNmij (ϕ) асимп-
тотического разложения зависят от физико-
механических параметров только двух слоев,
содержащих дефект на своей границе, и сов-
падают с коэффициентами асимптотическо-
го разложения символа ядра СИУ для двух-
модульного пространства с дефектом соот-
ветствующего типа (включением или трещи-
ной) на стыке полупространств.

4) Матрицы-функции Klm (α, β) (l 6= m)
при |λ| → ∞ являются экспоненциально убы-
вающими.

5) Определитель матрицы-символа СИУ
(1.7) равен

при наличии в среде только включений
(N2 = 0)

det K (α, β, ω) = det G−1

Np(Ñ)
×

×
1∏

k=Ñ−1

det G−1
p(k+1)p(k), (1.15)

при наличии только трещин (N1 = 0)

det K (α, β, ω) = det S−1
Nm(1)×

×
Ñ−1∏
k=1

det S−1
(N−m(k))(m(k+1)−m(k)). (1.16)

Заметим, что матрицы Lij и Dij в (1.11),
(1.13) определяют напряжения, а матрицы
Vij и Mij в (1.12), (1.14) — перемещения
в плоскости z̃i, вызванные соответственно
скачками напряжений и перемещений на гра-
ницах дефекта, расположенного в плоскости
z̃j .

Соотношения (1.10)–(1.14) позволяют ис-
следовать динамические процессы в полу-
ограниченных слоистых средах при произ-
вольном количестве и расположении в них
дефектов различного типа. При этом по-
строение СИУ не требует решения краевых
задач. Если включение или трещина нахо-
дится внутри какого-либо слоя, следует вве-
сти условную границу раздела и параметры
прилегающих к ней слоев положить равны-
ми. Для однородной среды, содержащей мно-
гоуровневые дефекты физико-механические
параметры всех слоев принимаются равны-
ми.

Важно отметить, что матричные равен-
ства (1.10)–(1.16) сохраняются и для общего
случая термоэлектроупругих сред. При этом
размерность многомерных векторов и блоч-
ной матрицы-символа ядра в (1.7) не изме-
няется, а размерность ее элементов и матриц,
их формирующих, становится равной 5×5 [5].

2. Вычисление определителей
матриц-символов СИУ для

трехслойных сред с
неоднородностями различной

природы

Важным для определения особых, в том
числе резонансных, режимов колебаний яв-
ляется построение определителя СИУ (1.7) и
поиск его нулей [7–9].

Используя изложенный в [2–4, 10] метод,
выпишем элементы и определители матриц-
символов ядер СИУ, отвечающих различной
последовательности расположения трещин и
включений в трехслойном пакете с жестко
защемленной нижней гранью.

10. Включения в трехслойном пакете.
1.1. Предположим, что включения распо-

ложены на каждой границе раздела слоев.
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Тогда N2 = 0, Ñ = N1 = 2, p(1) = 1, p(2) = 2
и элементы блочной матрицы-символа СИУ
(1.7) принимают вид

K11 = G−1
31 , K22 = G−1

32 ,

K12 = V12 = K−
1 (h1) R−

12

[
K−

2 (h1, h2)
]−1

G−1
32 ,

K21 = V21 = K1 (h3) R21 [K2 (h2, h3)]
−1 G−1

31 .

Определитель матрицы-символа СИУ в этом
случае вычисляется по формуле

det K = K (λ, ω) =
∆1 (h1)D1 (h2)D1 (h3)

∆3 (h1, h2, h3)
.

Вид функций ∆1, D1, а также рекуррентная
формула вычисления ∆3 приведены в [3].

1.2. Если в трехслойном пакете име-
ется только одно включение на грани-
це между первым и вторым слоем, то
N2 = 0 Ñ = N1 = 1, p(1) = 1 и

K = K11 = G−1
31 ,

det K = K (λ, ω) =
∆1 (h1)D2 (h2, h3)

∆3 (h1, h2, h3)
. (2.1)

Для включения между вторым и третьим
слоем имеем N2 = 0 Ñ = N1 = 1, p(1) = 2 и

K = K11 = G−1
32 ,

det K = K (λ, ω) =
∆2 (h1, h2)D1 (h3)

∆3 (h1, h2, h3)
. (2.2)

1.3. Когда в условиях п. 1.1 верхняя грань
пакета слоев является свободной от напря-
жений только вне области Ω0, где реали-
зуется жесткий контакт со штампом, раз-
мерность СИУ (1.7) увеличивается. Диаго-
нальными элементами ее блочной матрицы
символа Грина будут матрицы K11 = K3,
K22 = G−1

31 , K33 = G−1
32 , а определитель за-

пишется в форме

det K = K (λ, ω) =
D1 (h1)D1 (h2)D1 (h3)

∆3 (h1, h2, h3)
.

Аналогично при наличии штампа на поверх-
ности изменятся диагональные элементы и
определитель det K, соответствующие поло-
жениям включений в среде, описанным в
п.1.2.

Матрица-символ Грина контактной зада-
чи для трехслойной среды без дефектов по-
лучается как частный случай выхода вклю-
чения на поверхность.

K = K11 = G−1
30 = K3,

det K = K (λ, ω) =
D3 (h1, h2, h3)

∆3 (h1, h2, h3)
.

Функция K (λ, ω) является вещественной на
вещественной оси Imλ = 0 и мероморфной
в комплексной плоскости λ. В соответствии
с известными свойствами функций ∆k, Dk,
k = 1, 2, 3 [4, 11] она не имеет веществен-
ных нулей и полюсов в диапазоне частот
0 < ω < ωкр 6= 0 запирания волновода (трех-
слойного пакета слоев), что является основа-
нием для поиска условий возникновения низ-
кочастотных резонансов [12].

20. Трещины в трехслойном пакете.
2.1. Для двух трещин, расположенных

на первой и второй границах раздела сло-
ев, имеем N1 = 0, Ñ = N2 = 2, m(1) = 1,
m(2) = 2.

K11 = S−1
31 (α, β, ω) , K22 = S−1

32 (α, β, ω) ,

K12 = D12 = R−
12S

−1
32 , K21 = D21 = R21S

−1
31 ,

det K =
D−

1 (h1)D
−
1 (h2) ∆1 (h3)

∆3 (h1, h2, h3)
.

2.2. Если на границе между первым и вто-
рым слоем имеется одна трещина, то N1 = 0,
Ñ = N2 = 1, m(1) = 1 и

K = K11 = S−1
31 ,

det K = K (λ, ω) =
D−

1 (h1) ∆2 (h2, h3)

∆3 (h1, h2, h3)
.

Для трещины между вторым и третьим сло-
ем имеем N1 = 0, Ñ = N2 = 1, m(1) = 2
и

K = K11 = S−1
32 ,

det K = K (λ, ω) =
D−

2 (h1, h2) ∆1 (h3)

∆3 (h1, h2, h3)
.

2.3. При постановке контактной задачи
на поверхности пакета слоев с сохранени-
ем условий п. 2.1 относительно располо-
жения трещин диагональными элементами
матрицы-символа Грина СИУ являются мат-
рицы K11 = K3, K=

22S
−1
31 , K33 = S−1

32 , а опре-
делителем — функция

det K = K (λ, ω) =
∆1 (h1)D

−
1 (h2) ∆1 (h3)

∆3 (h1, h2, h3)
.

За счет функций D−
1 в рассмотренных меха-

нических системах с трещинами ωкр = 0
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Аналогично записываются диагональные
элементы и определитель det K, соответству-
ющие описанным в п.2.2 положениям тре-
щин, при наличии штампа на поверхности
среды. Например, для трещины между вто-
рым и третьим слоем

det K = K (λ, ω) =
∆2 (h1, h2) ∆1 (h3)

∆3 (h1, h2, h3)
,

ωкр 6= 0.

30. Включение и трещина в трехслойном
пакете.

3.1. Пусть включение расположено на
границе между первым и вторым слоем, а
трещина — между вторы и третьим. Тогда
N1 = 1, p (1) = 1, N2 = 1, m (1) = 2.

K11 = G−1
31 (α, β, ω) , K22 = S−1

32 (α, β, ω) ,

K12 = M12 = K−
1 (h1) R−

12S
−1
32 ,

K21 = L21 = R21 [K2 (h2, h3)]
−1 G−1

31 .

Для вычисления определителя имеем форму-
лу

det K = K (λ, ω) =
∆1 (h1) ∆1 (h2) ∆1 (h3)

∆3 (h1, h2, h3)
,

ωкр 6= 0.

При наличии штампа на поверхности при та-
ком расположении дефектов

det K = K (λ, ω) =
D1 (h1) ∆1 (h2) ∆1 (h3)

∆3 (h1, h2, h3)
,

ωкр 6= 0.

3.2. Когда трещина расположена на гра-
нице между первым и вторым слоем, а
включение — между вторым и третьим, то
p (1) = 2, m (1) = 1.

K11 = G−1
32 (α, β, ω) , K22 = S−1

31 (α, β, ω) ,

K12 = M21 = K2 (h2, h3) R21S
−1
31 ,

K21 = L12 = R−
12

[
K−

2 (h1, h2)
]−1

G−1
32 .

Определитель дается соотношением

det K =
D−

1 (h1) ∆1 (h2)D1 (h3)

∆3 (h1, h2, h3)
, ωкр = 0.

Если в дополнение к этим условиям на верх-
ней грани пакета формулируется контактная
задача, то

det K =
∆1 (h1) ∆1 (h2)D1 (h3)

∆3 (h1, h2, h3)
, ωкр 6= 0.

Численные расчеты, соответствующих раз-
личным постановкам задач и различным зна-
чениям геометрических и механических па-
раметров, показали, что все матрицы Kij ,
являющиеся элементами блочной матрицы-
символа ядра СИУ (1.7) для сред с дефек-
тами, как и матрицы-функции традицион-
ных контактных задач, обладают следую-
щим свойством — вещественные нули и полю-
са их диагональных элементов чередуются, а
нули и полюса недиагональных элементов и
определителей — нет.

Предложенный метод дает четкое пред-
ставление о структуре особых множеств
определителя СИУ для слоистых сред с неод-
нородностями различной природы. Из по-
строения следует, что корневое множество
определителя матрицы-символа СИУ при
произвольном количестве и расположении
дефектов описывается произведением функ-
ций, каждая из которых зависит от геометри-
ческих и физико-механических параметров
только тех частей объема, которые образо-
ваны в пакете слоев плоскостями, содержа-
щими дефекты. Полярное множество опре-
деляется моделью среды без учета неодно-
родностей. Его эффективность заключается
также и в том, что исследование волновод-
ных свойств, управление ими и проектирова-
ние систем с заданными спектральными ха-
рактеристиками на основе подбора геомет-
рических и механических параметров мож-
но проводить, минуя трудоемкую часть ре-
шения краевых задач и построения СИУ.

В качестве примера для определителей
СИУ, вычисляемых по формулам (2.1), (2.2),
на рис. 1, 2 соответственно приведены кри-
вые нулей и полюсов, посчитанные в си-
стеме безразмерных параметров. Коэффи-
циенты Пуассона и плотности всех слоев
полагались равными, относительные значе-
ния толщин h1/a, h2/a, h3/a и жесткостей
M2 = µ2/µ1 и M3 = µ3/µ1 указаны на рис.
1, 2. По оси абсцисс отложена приведенная
частота колебаний Ω =

√
ρ1/µ1ωa, где a —

некоторый характерный линейный размер.
Сплошной линией изображены кривые ну-
лей, пунктирной — полюсов. На рис. 1 ше-
стая по порядку выхода из оси абсцисс кри-
вая нулей описывает нули функции ∆1 (h1),
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остальные — нули функции D2 (h2, h3). Ана-
логично на рис. 2 третья и шестая кривые
являются нулями функции D1 (h3), а осталь-
ные — нулями ∆2 (h1, h2).
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