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Modeling of some landslide’s types using factorization methods and method of block element
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Keywords: landslides, horizontal basis, factorization method, resonance.

1. На территории Краснодарского края в
силу ее геоморфологического и геотектони-
ческого строения наблюдается высокий уро-
вень угрозы возникновения чрезвычайных
ситуаций природного и техногенного харак-
тера. Существенную опасность для народно-
хозяйственного комплекса и безопасности на-
селения представляют экзогенные геологиче-
ские процессы: оползни, донная и береговая
эрозия, разрушение морских берегов, селеоб-
разование.

Моделирование экзогенных процессов, в
частности оползней, остается сложной и до

конца не решенной проблемой. В работе [1]
были представлены 10 типов оползневых
процессов, подразделяющиеся на две груп-
пы по типу подстилающего фундамента. К
первой относятся те, для которых харак-
терен выраженный угол наклона подстила-
ющего фундамента, т. е. наблюдается про-
цесс сползания или скатывания. Для вто-
рой группы характерно горизонтальное или
почти горизонтальное расположение подсти-
лающего фундамента. Согласно общеприня-
той классификации они называются бло-
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ковыми, опрокидывающимися или горизон-
тально распространяющимися.

Предоползневые состояния для первой
группы достаточно легко прогнозируются
путем наблюдения и расчета коэффициента
трения между оползневой средой и подсти-
лающим фундаментом, который может изме-
няться в связи с наличием приповерхностных
грунтовых вод в этой зоне.

Зная коэффициент трения в указанной
зоне, начало движения оползневой среды
легко рассчитать с помощью простых фор-
мул сползания или скатывания объекта по
наклонной плоскости.

Разрушение предоползневой среды вто-
рой группы происходит под влиянием внеш-
них воздействий.

В результате анализа возможного разви-
тия событий, связанных с разрушением пред-
оползневой среды, принимается модель, учи-
тывающая физическую природу явления.

Считается, что грунт оползневой среды
представляют собой сухой материал, моде-
лируемый линейно деформируемой средой с
изменяющимися свойствами. Предполагает-
ся, что разрушение происходит по следующе-
му сценарию, описываемому последователь-
ностью событий для линейно упругой среды.

Подвергаясь значительным гармониче-
ским нагрузкам, грунт разрыхляется, вслед-
ствие чего первоначальные упругие пара-
метры изменяются. Оползневые среды рас-
сматриваются как структуры, состоящие из
блочных элементов, границы между которы-
ми начинают появляться в результате внеш-
них гармонических воздействий, вызываю-
щих изменения свойств среды. Границы яв-
ляются узловыми поверхностями перемеще-
ний, вызванных колебаниями рельефной сре-
ды на резонансных частотах.

Узловые поверхности, наименее подвер-
женные разрушениям, могут рассматривать-
ся на некотором этапе как включения в раз-
рыхленной среде. Самыми слабыми оказыва-
ются области в межузловой зоне, как прави-
ло, это узловые поверхности напряжений, где
резонанс сильнее всего разрыхляет грунт. В
этих областях появляются уже ослабленные
неоднородности — интерфейсные вертикаль-
ные слои, до определенной стадии удержива-
ющие разрыхляющуюся среду в форме цель-
ного блока. Эти границы рассматриваются
как вертикальные плоскости, подверженные
старению. По мере их старения образуются
трещины, распространяющиеся по всей плос-
кости контакта, и блок разрушается.

Возможность реализации такой модели
подготовки оползней основана на фундамен-
тальных результатах И.И. Воровича, впер-
вые доказавшего существование ограничен-
ного числа изолированных точек дискретно-
го спектра в слое с рельефной границей [2,3].

Таким образом, в общем ходе исследова-
ния динамики оползневых структур можно
выделить следующие этапы:

1) Внешние динамические воздействия,
содержащие в своем спектре гармоники
из диапазона резонансных для рельефных
сред [2, 3], вызывают в среде резонансы. На
первом этапе исследуются резонансы блоч-
ной структуры, которые могут повлиять на
расщепление блоков.

В случае среды оползня в форме прямо-
угольного параллелепипеда, возникают ха-
рактерные узловые вертикальные плоскости
и зоны в промежутках между узловыми
плоскостями.

2) В узловых зонах плотность грунта
практически не меняется. В промежуточных
между узловыми плоскостями зонах, испы-
тывающих значительные резонансные коле-
бания, грунт разрыхляется, плотность его
уменьшается. Среда становится неоднород-
ной, поэтому в этой фазе ее можно пред-
ставить как среду с включениями. В ка-
честве включений рассматриваются узло-
вые плоскости. На этом этапе исследуют-
ся пространственные динамические задачи
для упругой среды с конечным числом плос-
ких включений, позволяющие изучить осо-
бенности напряженно-деформированным со-
стоянием такой структуры.

3) Дальнейшее влияние резонансных воз-
действий приводит к такому разрыхлению
срединной зоны между включениями, что
здесь появляется новый ослабленный тонкий
интерфейсный слой, удерживающий в кон-
такте все остальные части оползневой среды.
При этом резонансные частоты уже измени-
лись по сравнению с первоначальными.

На данном этапе исследуется оползневая
среда с интерфейсным слоем при наличии
внешних волновых воздействий.

4) Последующий процесс приводит к из-
менению свойств интерфейсного слоя, его ча-
стичному разрушению, нарушению сплошно-
сти в этой зоне, образованию трещин. В ре-
зультате их дальнейшего развития образу-
ется оползень второй группы. На этом эта-
пе исследуется поведение упругого полупро-
странства с интерфейсным слоем, содержа-
щим разнотипные составляющие, занимаю-
щие полуплоскости.
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Антиплоские колебания рельефного слоя

Описанная физическая модель, принятая
для математического моделирования, отно-
сит к числу причин разрушения среды нали-
чие различных неоднородностей — включе-
ний, трещин, разломов, интерфейсных сло-
ев. Наиболее сложным является исследова-
ние контактного взаимодействия блоков при
наличии стареющей межблоковой границы.

2. Как было сказано выше, при иссле-
довании оползневых явлений важное ме-
сто занимают вопросы выявления резонан-
сов блочной структуры, которые могут при-
вести к расщеплению блоков на более мел-
кие контактирующие составляющие. В рабо-
те [4] показано, что для антиплоского вари-
анта граничной задачи в блочной структуре,
представленной на рисунке, наблюдаются ре-
зонансы, при этом резонансные частоты опи-
сываются соотношениями

k2 ≈ π

√
(n+ 0, 5)2

a2
+

(s+ 0, 5)2

(b+ h)2 <
π

2h
, (1)

n, s = 0, 1, 2, . . . .

Существование таких резонансов впервые
было доказано И.И. Воровичем [2,3]. В соот-
ветствии с (1) резонансных частот тем боль-
ше, чем больше размеры блока.

Резонансы порождают узловые множе-
ства, представляющие вертикальные плоско-
сти, остающиеся неподвижными. Вне этих
плоскостей происходит разрыхление среды.
Узловые плоскости рассматриваются в каче-
стве включений в разрыхленной среде.

Далее проводятся исследование и анализ
предоползневого состояния блочной структу-
ры, которая приобрела в результате резонан-
сов неоднородности в виде включений, рас-
положенных в зонах узловых поверхностей.

3. Рассматривается пространственная за-
дача теории упругости для тела с совокупно-
стью параллельно-ориентированных плоских
неоднородностей в виде включений.

В прямоугольной декартовой системе ко-
ординат, где плоскость x1Оx2 параллельна
плоскостям дефектов, рассматривается зада-
ча об установившихся гармонических колеба-
ниях с частотой ω упругого тела, механиче-
ские свойства которого определяются плот-
ностью ρ и упругими параметрами Ляме λ,
µ, содержащего N дефектов типа жестких
включений в плоскостях x3 = hn

(
n = 1, N

)
.

Неоднородности занимают односвязные об-
ласти Ωn c кусочно-гладкими границами Sn.

На поверхностях x3 → hn ± 0 плоско-
стей неоднородностей действуют напряже-
ния τ±

n e
−iωt, τ±

n =
{
τ±ni
}
, перемещения то-

чек поверхностей определяются векторами
u±
n e

−iωt, u±
n =

{
u±ni
} (

i = 1, 3
)
, причем

u+
n (x1, x2, hn) = u−

n (x1, x2, hn) = un,

−∞ < x1, x2 <∞,

τ+
n (x1, x2, hn)− τ−

n (x1, x2, hn) =

=

{
0, (x1, x2) /∈ Ωn,

τn, (x1, x2) ∈ Ωn.
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Один из возможных подходов к построению
системы интегральных уравнений, связыва-
ющих перемещения и напряжения на грани-
цах неоднородностей для блоков в виде слоев
состоит в следующем.

Пусть упругий слой, образованный сече-
ниями x3 = hn и x3 = hn−1, занимает область

V = {−∞ 6 x1, x2 6 +∞, hn−1 6 x3 6 hn} .

Обозначив через S полную поверхность слоя

S = Sn ∪ Sn−1,

Sn = {−∞ 6 x1, x2 6 +∞, x3 = hn} ,

воспользуемся формулой Бетти [5].
Краевая задача для однородного слоя эк-

вивалентна системе интегральных уравнений
следующего вида:

i
3∑

k=1

3∑
m=1

∫∫
S

[
λα2lm + 2µαklkαm

]
×

× um (ξ) ei(α,ξ)ds =

=

3∑
m=1

αm

∫∫
S

τm (ξ) ei(α,ξ)dS,

α3 = ±
√
γ2

1 − α2, α2 = α2
1 + α2

2;

iµ

3∑
s=1

3∑
m=1

∫∫
S

[
(α3lk − αkl3)αm+

+ αsls (α3δkm − αkδ3m)
]
um (ξ) ei (α, ξ) dS =

=

∫∫
S

[α3τk (ξ)− αkτ3 (ξ)] ei(α,ξ)dS,

α3 = ±
√
γ2

2 − α2, k = 1, 2;

α = {αi} , ξ = {ξi} , i = 1, 3,

(α, ξ) =

3∑
i=1

αiξi, γp =
ω

vp
, p = 1, 2,

v1 =

√
λ+ 2µ

ρ
, v2 =

√
µ

ρ
.

В приведенных соотношениях

−∞ 6 α1, α2 6∞;

l = (l1, l2, l3) — внешняя нормаль к грани-
це S, lk — функции параметров ξ1, ξ2; δkm —
символ Кронекера.

С учетом направления нормали l на верх-
ней и нижней поверхностях слоя (l1 = l2 = 0,
l3 = ±1), функционально-матричное пред-
ставление приведенных интегральных соот-
ношений для каждого слоя в образах Фурье
запишется [6]

L±
n−1Un−1 − L±

nUn =

= D±
n−1T

±
n−1 −D±

nT±
n . (2)

Здесь индекс указывает на номер включения;
T±
n , Un ≡ U−

n = U+
n — двумерные преобразо-

вания Фурье функций τ±
n , un. Матрицы L+

n
и D+

n описывают вклад волн, распространя-
ющихся в слое вверх, а матрицы L−

n и D−
n —

вниз, и обладают следующей структурой:

L±
n =

∥∥∥ξ±n,ij∥∥∥3

i,j=1
, D±

n = − i
µ

∥∥∥ζ±n,ij∥∥∥3

i,j=1
,

где
ξ±n,11 = ±α1α31e

±iα31hn ,

ξ±n,12 = ±α2α31e
±iα31hn , ξ±n,13 = se±iα31hn ,

ξ±n,21 = ±α2α31e
±iα32hn , ξ±n,23 = 0,

ξ±n,22 = ∓α1α32e
±iα32hn ,

ξ±n,31 =
(
2s+ α2

2

)
e±iα32hn ,

ξ±n,32 = −α1α2e
±iα32hn ,

ξ±n,33 = ∓2α1α32e
±iα32hn ;

ζ±n,11 =
α1

2
e±iα31hn , ζ±n,12 =

α2

2
e±iα31hn ,

ζ±n,13 = ±α31

2
e±iα31hn , ζ±n,21 = α2e

±iα32hn ,

ζ±n,22 = −α1e
±iα32hn ,

ζ±n,23 = ζ±n,32 = 0, ζ±n,31 = ±α32e
±iα32hn ,

ζ±n,33 = −α1e
±iα32hn ;

α3k =
√

γ2
k − α2, k = 1, 2, s = 0, 5γ2

2−α2.

Приведенные соотношения (2) позволя-
ют построить систему уравнений, связываю-
щих напряжения и перемещения в сечении
включений и для пространства, содержащего
плоские дефекты. Связь между напряжени-
ями и перемещениями на границе x3 = hn−0
нижнего полупространства следует из (2), ес-
ли исключить при n = 1 первое уравнение, а
из второго — все члены, содержащие e−iα3kh0 .
Аналогичное соотношение для верхнего по-
лупространства также можно получить, если
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при n = N + 1 отбросить второе уравнение и
все члены с eiα3khN+1

Таким образом, искомая система
функционально-матричных соотношений
для исследуемой модели примет вид

D−
1 T+

1 = L−
1 U1,

D+
1 T−

1 −D+
2 T+

2 = L+
1 U1 − L+

2 U2,

D−
1 T−

1 −D−
2 T+

2 = L−
1 U1 − L−

2 U2,

· · · (3)

D+
N−1T

−
N−1 −D+

NT+
N = L+

N−1UN−1 − L+
NUN ,

D−
N−1T

−
N−1−D−

NT+
N = L−

N−1UN−1−L−
NUN−1

D+
NT−

N = L+
NUN .

Запишем (3) в разрешенном относительно
интегральных характеристик амплитуд пе-
ремещений Un виде, обозначив Фурье-образ
скачка напряжений τn на берегах включения
в плоскости x3 = hn через Tn = T−

n −T+
n .

Воспользуемся представлениями для
матриц D±

n и L±
n вида [7]

D±
n = Z±1

n D±, L±
n = Z±1

n L±,

где Zn — диагональные матрицы,

Zn =
{
eiα31hn , eiα32hn , eiα32hn

}
,

L± =

±α1α31 ±α2α31 s
±α2α31 ∓α1α32 0
2s+ α2

2 −α1α2 ∓2α1α32

 ,

D± = − i
µ

 α1
2

α2
2 ±α31

2
α2 −α1 0
±α32 0 −α1

 .

Введем обозначения

Pkn =
n−1∏
j=k

Z−1
j Zj+1 =

=

eiα31Hkn 0 0
0 eiα32Hkn 0
0 0 eiα32Hkn

 ,

Hkn = hn − hk;

S1 = D−1
+ L+ −D−1

− L−, J±
kl = D−1

± PklD±,

U = {Un} , T = {Tn}
(
n = 1, N

)
и перепишем (3) в виде

ST = U, (4)

S = ΘJ, (5)

Θ =

S−1
1 0 0
0 S−1

1 0
0 0 S−1

1

 ,

J =


I J+

12 J+
13 J+

1,N−1 J+
1N

J−
12 I J+

23 J+
2,N−1 J+

2N

J−
13 J−

23 I J+
3,N−1 J+

3N

J−
1,N−1 J−

2,N−1 J−
3,N−1 I J+

N−1,N

J−
1N J−

2N J−
3N J−

N−1,N I

 .

В (4) перейдем к безразмерным параметрам,
положив

βk = αk/γ2, H̄ij = γ2Hij ,

тогда
β31 = α31/γ2 =

√
ε2 − u2,

β32 = α32/γ2 =
√

1− u2,

u2 = β2
1 + β2

2 , ε = v2/v1.

Матрицы S−1
1 и J±

kl примут следующий
вид:

S−1
1 =

1

2µγ2β31β32
‖δij‖3i,j=1 ,

J±
kn =

1

δ (u)

∥∥∥η±kn,ij∥∥∥3

i,j=1
,

где
δ11 = β31 − β2

1 (β31 − β32) ,

δ12 = −β1β2 (β31 − β32) , δ21 = δ12,

δ22 = β31 − β2
2 (β31 − β32) ,

δ13 = δ23 = δ31 = δ32 = 0, δ33 = β31δ (u) ;

δ (u) =
(
u2 + β31β32

)
;

η±kn,11 = β2
1e
iβ31H̄kn +

(
β2

2 + β31β32

)
eiβ32H̄kn ,

η±kn,12 = η21 = β1β2

(
eiβ31H̄kn − eiβ32H̄kn

)
,

η±kn,13 = ±β1β31

(
eiβ31H̄kn − eiβ32H̄kn

)
,

η±kn,22 = β2
2e
iβ31H̄kn +

(
β2

1 + β31β32

)
eiβ32H̄kn ,

η±kn,23 = ±β2β31

(
eiβ31H̄kn − eiβ32H̄kn

)
,

η±kn,31 = ±β1β32

(
eiβ31H̄kn − eiβ32H̄kn

)
,

η±kn,32 = ±β2β32

(
eiβ31H̄kn − eiβ32H̄kn

)
,

η±kn,33 = β31β32e
iβ31H̄kn + u2eiβ32H̄kn .
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Для сравнения полученных результатов с
уже известными, рассмотрим случай антип-
лоской деформации для исследуемой моде-
ли. Пусть все перемещения и напряжения на-
правлены вдоль оси x1 и зависят только от
переменных x2 и x3, т.е.

u = {u, 0, 0} , τ = {τx1x3 , 0, 0} ,

u = u (x2, x3) , τx1x3 = τx1x3 (x2, x3) .

Внесем данные представления в уравнения
(4) при N = 2. Получим

U1 =
[
S−1

1

]
11
T1 +

[
S−1

1 J+
12

]
11
T2,

U2 =
[
S−1

1 J+
12

]
11
T1 +

[
S−1

1

]
11
T2. (6)

Здесь функции U1, U2, T1 и T2 — первые ком-
поненты соответственно вектор-функций U1,
U2,T1 и T2; символом [·]11 обозначены эле-
менты матриц в квадратных скобках, стоя-
щие на пересечении первой строки и первого
столбца. Так как областью определения пе-
ремещений и напряжений является вся плос-
кость x1 = 0, то носителем их образов Фурье
Uk и Tk будет плоскость β1 = 0. И, как след-
ствие, система (6) упрощается

U1 =
i

2µγ2β32

[
T1 + eiβ32H̄T2

]
, (7)

U2 =
i

2µγ2β32

[
eiβ32H̄T1 + T2

]
.

Рассмотрим теперь систему интеграль-
ных уравнений для известной задачи об
антиплоской деформации упругого слоя
h1 6 x3 6 h4 с двумя плоскими параллель-
ными включениями на сечениях x3 = h2 и
x3 = h3

U =
1

µκ1shκ1h41
KT,

где κ1 =
√
α2 − γ2

2 , U = {U2, U3}, U2 и
U3 — Фурье-образы перемещений, заданных
на границах включений при x3 = h2 и
x3 = h3 соответственно; T = {T2, T3}, T2 и
T3 — интегральные характеристики скачков
напряжений на границах включений

T2 = T+
2 − T

−
2 , T3 = T+

3 − T
−
3 ;

K =

(
chκ1h42 chκ1h21 chκ1h21 chκ1h43

chκ1h21 chκ1h43 chκ1h31 chκ1h43

)
,

hij = hi − hj .

Осуществим предельный переход при
h4 → +∞ и h1 → −∞ и воспользуемся
асимптотикой для гиперболических функций

chx3 ∼ e±x3
/

2, shx3 ∼ ±e±x3
/

2,

x3 → ±∞.
В результате получим систему функциональ-
ных уравнений для пространства с двумя
включениями

U2 =
i

2µκ1

[
T2 + e−κ1(h3−h2)T3

]
,

U3 =
i

2µκ1

[
e−κ1(h3−h2)T2 + T3

]
.

(8)

Если в (8) обозначить κ1 = −iγ2β32 и
заменить соответствующие индексы Фурье-
образов перемещений и скачков напряжений,
данная система в совпадет с (7).

Исследуем матрицу S на наличие веще-
ственных особенностей ее элементов и нулей
определителя. Рассмотрим следующее пред-
ставление

S−1
1 J±

kn =
1

2µγ2β31β32

∥∥∥ς±kn,ij∥∥∥3

i,j=1
,

где

ς±kn,11 = β2
1β32e

iβ31H̄kn + β31

(
1− β2

1

)
eiβ32H̄kn ,

ς±kn,12 = ς±kn,21 =

= β1β2

(
β32e

iβ31H̄kn − β31e
iβ32H̄kn

)
,

ς±kn,13 = ς±kn,31 =

= ±β1β31β32

(
eiβ31H̄kn − eiβ32H̄kn

)
,

ς±kn,22 = β2
2β32e

iβ31H̄kn + β31

(
1− β2

2

)
eiβ32H̄kn ,

ς±kn,23 = ς±kn,32 =

= ±β2β31β32

(
eiβ31H̄kn − eiβ32H̄kn

)
,

ς±kn,33 = β31

(
β31β32e

iβ31H̄kn + u2
)
eiβ32H̄kn .

Из представления (5)

det S = det Θ det JN .

Поэтому поиск нулей определителя S можно
свести к изучению определителей матриц Θ
и JN .
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Для определителя блочной матрицы

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
существует представление [8]

detA =

= det A11 det
[
A11 −A21A

−1
11 A12

]
, (9)

используя которое нетрудно получить
det Θ =

(
det S−1

1

)N .
Из представления S−1

1 найдем

detS−1
1 = δ2 (u)

/(
8i (µγ2)3 β31β

2
32

)
.

В случае двух включений det J2 является
определителем матрицы 6-го порядка. Благо-
даря структуре J2, для вычисления ее опре-
делителя можно воспользоваться представ-
лением (9)

detJ2 = det
[
I− J−

12J
+
12

]
.

Определитель в правой части есть определи-
тель матрицы 3-го порядка, и может быть
подсчитан по известному правилу Саррюса.

Для большего числа включений исполь-
зовать представление (9) нецелесообразно из-
за необходимости обращения матрицы боль-
шой размерности. Поэтому используются
другие методы. Например, с помощью ком-
пактной схемы метода Гаусса [8] исходную
матрицу JN можно разложить в произведе-
ние левой треугольной матрицы с единицами
на главной диагонали и правой треугольной
матрицы JN = AB.

Отсюда, согласно свойствам определите-
ля, несложно вычислить

det JN = 1 · det B =

M∏
j=1

bjj , B = {bij}Ni,j=1 ,

M = 3N.

Таким образом, в работе рассмотрены
блочные элементы в виде слоев, разделен-
ных включениями. Такая модель соответ-
ствует стадии разрушения блока в про-
межутках между узловыми поверхностями
при резонансе. Приведен пример исследо-
вания для случая плоских включений. Для
произвольного числа включений построе-
ны многопараметрические функционально-
матричные уравнения вида (4). Их анализ
позволяет определить диапазоны резонанс-
ных частот в среде с включениями.
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