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СПИРАЛЬНЫЕ ВОЛНЫ В КРОВЕНОСНЫХ СОСУДАХ1
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THE SPIRAL WAVES IN BLOOD VESSELS
Batischev V.A., Ustinov Yu.A.

The spiral blood flows which occur in arterial vessels of a human being or an animal are
investigated. The analysis of wave moves of blood system “blood-wall vessel”, the source of
which can be rotational movements in entry of aorta. On the basis of Navye-Stocks system two
kinds of spiral waves are investigated – long wall-adjacent spiral waves and short waves of small
amplitude. The stationary stream is the means of transportation of a short spiral waves.
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Введение

В конце прошлого века обнаружено фи-
зическое явление, состоящее в возникнове-
нии «винтовых» течений жидкости в круп-
ных кровеносных сосудах человека и живот-
ных. Можно выделить три основные при-
чины, приводящие к спиральным течениям
крови. Это, во-первых, кривизна сосуда [1],
во-вторых, механические свойства стенок со-
судов (винтовая анизотропия, порождаемая
спиральным распределением мышечных во-
локон в медии) [2–6] и, в-третьих, вихревое
движения крови на входе в аорту [7]. Харак-
тер этих течений различен. Как показали ис-
следования, проведенные в [4–6] (в этих ра-
ботах для описания спиральных течений по-
строена специальная теория оболочек с вин-
товой анизотропией), в рамках линейной тео-
рии для любой фиксированной круговой ча-
стоты ω существуют три гармонические вол-
ны: волна давления, квазипродольная и ква-
зикрутильная. На примере аорты собаки бы-
ла проведена серия расчетов гидродинамиче-
ских характеристик движения крови (давле-
ния, градиента давления, расхода, распреде-
ление скоростей по сечению и др.) в рамках
построенной трехмодовой теории и по одно-
модовой, отвечающей волне давления. Срав-
нительный анализ показал, что практиче-

ски все гидродинамические характеристики
с высокой степенью совпадения описывают-
ся одномодовой теорией. Отличие наблюда-
ется только в распределении скоростей вбли-
зи стенки сосуда. Дополнительные исследо-
вания показали, что гидродинамическое дав-
ление p и среднее по сечению значение про-
дольной скорости хорошо описываются вол-
ной Моуэнса-Кортевега [1]. Вместе с этим
расчеты показали, что амплитуды окружных
компонент скорости всех трех типов волн, ло-
кализованы в пограничном слое, примыкаю-
щем к стенке сосуда, причем степень локали-
зации увеличивается с ростом ω. Описанный
выше тип волн далее будем называть спи-
ральными волнами первого типа или длин-
ными волнами.

В ряде работ [7] экспериментально уста-
новлено существование спиральных волн,
амплитуды которых могут распределяться
по всему поперечному сечению. Такие волны
будем называть волнами второго типа или
короткими волнами.

В настоящей работе построена матема-
тическая модель спиральных волновых дви-
жений крови второго типа с учетом упру-
гих свойств стенки сосуда. Используется без-
моментная теория цилиндрической оболочки
из изотропного упругого материала. Реше-
ние задачи представлено в виде асимптотиче-
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ского ряда, часть членов которого является
суперпозицией гармонических волн первого
типа, а остальные члены — это возмущения,
представляющие собой волны второго типа
малой амплитуды.

Поскольку сердечный цикл разделяется
на систолу (отрезок времени активной рабо-
ты левого желудочка) и диастолу (отрезок
времени, когда клапан перекрывает выход
из левого желудочка в аорту) [1], то пульсо-
вая волна является суперпозицией несколь-
ких гармонических волн, т.е. описывается от-
резком ряда Фурье [6].

Отметим, что свойства длинной пульсо-
вой волны (фазовая скорость, декремент за-
тухания и др.) сильно зависят от упругих
свойств сосудов, тогда как короткие волны
слабо зависят от этих свойств. Построение
этого типа спиральных мод сведено к реше-
нию краевой задачи на собственные значе-
ния, причем коэффициенты уравнения этой
задачи зависят от полей скорости пульсо-
вой волны и среднего стационарного течения.
Уравнения задачи содержат малый параметр
перед диффузионными членами, что означа-
ет наличие критического слоя вблизи оси со-
суда и наличие пристеночного пограничного
слоя. Асимптотический и численный анализ
показали, что волновые числа и декременты
затухания спиральных волн убывают как с
ростом скорости среднего течения, так и с
убыванием частоты.

1. Основные соотношения
математической модели

Рассматриваются спиральные волны,
распространяющиеся в крупных кровенос-
ных сосудах в поле длинных пульсовых волн,
исследованных в [1, 4–6]. Кровеносный сосуд
моделируется круговой упругой полубеско-
нечной цилиндрической оболочкой толщи-
ной h и радиусом срединной поверхности a.
Движение крови описывается системой урав-
нений Навье-Стокса

∂v

∂t
+ (v,∇v) = −ρ−1∇p+ ν∆v,

divv = 0,

где v = (νr, νθ, νz) — вектор скорости,
(r, θ, z) — цилиндрические координаты, p —
давление, ν — кинематический коэффициент
вязкости, ρ — плотность крови.

Рассматривается осесимметричная зада-
ча, т.е. все полевые характеристики (ско-
рость и давление жидкости, смещения то-

чек срединной поверхности оболочки) не за-
висят от окружной координаты θ. Для ис-
следования задачи все уравнения приводят-
ся к безразмерному виду, причем в каче-
стве масштабов длины, времени, скорости,
давления и смещений точек оболочки при-
няты соответственно следующие параметры:
a, 1/ω, U, ρU2, U/ω. Здесь ω — частота сер-
дечного цикла, U — пиковая скорость частиц
жидкости пульсовых волн [1].

Приведем уравнение только для окруж-
ной компоненты скорости

∂vθ
∂t

+Rs

(
vr
∂vθ
∂r

+ vz
∂vθ
∂z

+
vrvθ
r

)
=

= ε2ν

(
∇2vθ −

vθ
r2

)
, (1.1)

Динамические уравнения тонкой изотропной
оболочки в рамках безмоментной теории с
учетом гидродинамического воздействия на
ее срединную поверхность (r = 1) в безраз-
мерных переменных для окружных компо-
нент имеют вид

∂2uθ
∂z2

− ε2k
ρ0
ρ

h

a
(1 + ν0)

∂2uθ
∂t2

=

= ε2kε
2
ν (1 + ν0)

(
∂vθ
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r

)
, (1.2)

uθ =
∂vθ
∂t

,

εk = ωa
√

2aρ/(hE), Rs =
U

ωa
, εν =

√
ν

ωa2

Здесь uθ — компонента вектора смещений то-
чек срединной поверхности оболочки; E, ρ0 —
модуль Юнга и плотность материала обо-
лочки. Параметр εk считается малым, пара-
метр εν пропорционален толщине погранич-
ного слоя, возникающего вблизи оболочки.
Заметим, что для аорты собаки εν ≈ 1/13,
для аорты человека εν ≈ 1/17. Отметим так-
же, что εk ∼ 10−2, коэффициент Пуассона
ν0 = 1/2 [1], плотность ρ0 близка к плотно-
сти крови.

2. Асимптотические разложения

Решение задачи, описывающее спираль-
ные волны, представим в виде суммы двух
вектор-функций

V = V1 (r, z, z1, t) + V2(r, z, z1, t). (2.1)

Здесь

V1 = (vr, vθ, vz, p, ur, uθ, uz) ,
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V2 =
(
wr, wθ, wz, q, u

′
r, u
′
θ, u
′
z

)
,

где z1 — медленная осевая координата
z1 = εkz.

Вектор V1 описывает длинные волны,
зависящие от координат (z1, r, t), и ста-
ционарный поток. Отметим, что в крове-
носном сосуде на фоне длинных пульсо-
вых волн наблюдается среднее стационар-
ное течение [1], которое здесь моделирует-
ся квадратичным профилем осевой скорости
vz = V (r) = Rp(1 − r2)/Rs, vr = vθ = 0.
Здесь Rp = Up/(aω), где Up характерная ско-
рость стационарного потока, определяемая
через расход жидкости.

ВекторV2 описывает короткие волны ма-
лой амплитуды. Первые четыре координаты
векторов V1 и V2 — это компоненты векто-
ров скорости и давление, а последние три —
компоненты смещений точек оболочки.

Длинные продольные волны в жидкости,
заполняющей круговой цилиндр с упругой
стенкой, изучались во многих работах [1, 4–
6,8].

Осевая компонента vz вектора V1 имеет
порядок O(1). Предположим, что амплиту-
да спиральных волн мала и имеет порядок
O(εk). Асимптотические разложения компо-
нент вектора V1 представим в виде рядов по
степеням малого параметра εk

vz = vz0 + V (r) + εkvz1 + . . . ,

vθ = εkvθo + . . . .
(2.2)

Остальные компоненты разлагаются в
аналогичные ряды. Функция vz0 и соответ-
ствующие значения vr0, p0 описывают глав-
ное приближение длинных продольных волн,
их значения приведены, например, в рабо-
тах [1,4–6,8]. Компонента vθ описывает длин-
ные спиральные волны. Эти волны в слу-
чае анизотропной упругой оболочки подроб-
но исследованы в работах [4–6], где показано,
что эти волны локализованы вблизи стенки
цилиндра.

Спиральные волны, заполняющие все по-
перечное сечение цилиндра, описываются
окружной компонентой скорости wθ вектора
V2. Предположим, что компонента wθ имеет
такой же порядок малости O(εk), что и длин-
новолновая компонента vθ, тогда из уравне-
ний Навье-Стокса и динамических уравне-
ний оболочки вытекают следующие асимпто-
тические разложения для компонент V2

wθ = εkwθ1 + . . . ,

wz = ε2kwz1 + . . . ,

uθ = ε3k uθ1 + . . . .

(2.3)

Аналогичные разложения записываем и для
других компонент. В формулах (2.3) все
функции зависят от переменных z и z1.

3. Спиральные волны конечной длины

В отличие от длинных спиральных волн,
сосредоточенных вблизи оболочки, спираль-
ные волны конечной длины заполняют
все поперечное сечение цилиндра. Для по-
строения этих волн подставляем разложе-
ния (2.1)–(2.3) в систему уравнений Навье-
Стокса, в динамические уравнения оболоч-
ки и приравниваем нулю коэффициенты при
степенях параметра εk. Для окружной ком-
поненты скорости получаем краевую задачу

∂wθ1
∂ t

+Rs (vz0(r, z1, t) + V (r))
∂wθ1
∂z

=

= ε2ν

(
∇2wθ1 −

wθ1
r2

)
, (3.1)

wθ1 = 0, r = 1,

wθ1 = 0, r = 0,

wθ1 → 0, z →∞.
Отметим, что медленная переменная z1

входит в (3.1) как параметр. По временной
переменной выполняются условия периодич-
ности. Первое краевое условие в задаче (3.1)
соответствует условию прилипания к грани-
це жесткого цилиндра. Учитывая в динами-
ческих условиях на поверхности цилиндра
порядки компонент скорости и смещений то-
чек оболочки, находим, что упругие свой-
ства оболочки проявляются в высших членах
асимптотики. Компонента uθ1 находится по-
сле решения задачи (3.1) по формуле

∂2uθ1
∂ z2

= ε2ν(1 + ν0)
∂wθ1
∂r

, r = 1.

Построим решения задачи (3.1) в виде от-
дельных мод. Преобразуем уравнение в (3.1)
следующим образом. Поскольку коэффици-
ент в конвективном члене зависит только от
медленной осевой координаты z1 и не зави-
сит от z, можно разделить переменные, отыс-
кивая решение в виде wθ1 = Wθ1(r, t, z1)e

ikz.
Отметим, что длинная продольная волна при
малых значениях εν имеет характер погра-
ничного слоя вблизи оболочки, поэтому ее
осевая компонента может быть представле-
на в виде vz0 = v0z0(t, z1) + hz0(s1, t, z1),
где v0z0 — решение, описывающее компонен-
ту скорости вне области пограничного слоя.
s1 = (1 − r)/εν . Функция hz0 — поправка
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Рис. 1. Спиральная мода при m = n = 1

к v0z0, устраняющая «невязку» в граничных
условиях. Она имеет характер пограничного
слоя, локализованного вблизи стенки цилин-
дра. Функция v0z0 не зависит от радиальной
координаты r, а среднее по времени значение
функции v0z0 равно нулю. В силу выше ска-
занного, функцию Wθ1 можно представить в
виде

Wθ1 = Q(t, z1)W,

Q(t, z1) = exp

(
−ikRs

∫
v0z0(t, z1)dt

)
.

Это преобразование позволяет исключить из
уравнения для окружной компоненты скоро-
сти «внешнее» решение длинной продольной
волны.

Далее применяем метод пограничного
слоя. Решение будем отыскивать в виде
W = w + H, где w — где значение функ-
ции W вне области пограничного слоя, а
H — погранслойная поправка к w. Учитывая,
что вне области пограничного слоя функция
hz0 = 0, приходим к уравнению для функции
w

∂w

∂t
+ ikRsV (r)w =

= ε2ν

(
∂2w

∂r2
+

1

r

∂w

∂r
−
(
k2 +

1

r2

)
w

)
.

Краевые условия для w используем те же,
что и в (3.1).

Спиральные волны получим, разделяя
переменные w = F (r) exp (−int). Функцию
F (r) и комплексное волновое число k найдем
из краевой задачи на собственные значения

d2F

dr2
+

1

r

dF

d r
−
(
k2 +

1

r2

)
F =

=
i

ε2ν

(
−n+ kRp(1− r2)

)
F, (3.2)

F (0) = 0, F (1) = 0.

4. Некоторые результаты расчетов

Спиральные моды представим в виде

wθ1 = Qn,mFn,m(r) exp (i (kn,mz − nt)) +

+Qn,mHn,m exp(ikn,mz). (4.1)

Здесь n, m = 1, 2, 3, . . .. Функция Fn,m(r) и
комплексные волновые числа kn,m определя-
ются из краевой задачи (3.2). Функция Qn,m
находится по формуле для Q(t, z1), в которой
параметр k следует заменить на kn,m. Первое
слагаемое в (4.1) определяет решение вне об-
ласти пограничного слоя DS . Функция Hn,m

определяет погранслойную поправку в DS и
исчезает вне DS .

Функции Fn,m(r) и декременты kn,m рас-
считаны численно методом пристрелки для
различных индексов n и m. При εν → 0
получена асимптотика методом критическо-
го слоя для m = 1 и различных n. Ни-
же приводятся результаты расчетов при
εν = 1/13, 116 и различных значений пара-
метра Rp. Для m = n = 1, Rp = 2, находим
k1,1 = 0, 60564+ i0, 13368. Мнимая часть kn,m
определяет логарифмический декремент за-
тухания волны, а вещественная часть — ее
волновое число. Численные расчеты прове-
дены и для n > 1, m = 1. Показано, что с ро-
стом индекса n увеличиваются вещественная
и мнимая части декремента. Введем обозна-
чение Fn,m = gn,m + ifn,m.

На рис. 1 приведены зависимости функ-
ций g1,1 (кривая 1) и f1,1 (кривая 2) от
радиальной координаты r в случае, если
max g1,1(r) = 1. С ростом индекса n проис-
ходит локализация спиральных волн к оси
цилиндра. Из уравнения (3.2) следует, что
комплексное волновое число kn,m = kr + iki
зависит от скорости среднего стационарного



22 Батищев В.А., Устинов Ю.А.

Рис. 2. Зависимости волновых чисел и логарифмических декрементов от скорости потока

потока Up и параметров a, ω, εν . Численные
расчеты показывают, что kr и ki монотонно
затухают с ростом скорости Up.

На рис. 2 кривая 1 изображает зависи-
мость волновых чисел от параметра Rp (для
m = n = 1) , кривая 2 — логарифмический
декремент затухания.

Расчет функций Fn,m(r) проводился ме-
тодом пристрелки с использованием метода
Рунге-Кутта, причем интегрирование урав-
нения (3.2) проводилось от стенки к оси ци-
линдра. Вблизи оси проводилось сращивание
со степенной асимптотикой. Приведем зна-
чения физических параметров, соответству-
ющих кровеносным сосудам собаки [1], вы-
бранных для расчетов:

ρ = 1, 05 · 103 кг/м3, ν = 4 · 10−6 м2с−1,

h = 0, 06 см, a = 0, 74 см, ω = 4π с−1,

E = 4, 905 · 102 кН/м2, ρ0 = 1, 15 · 103 кг/м3

5. Окрестность критического слоя

Построим асимптотические разложения
решений задачи (3.2) при εν → 0 и значениях
m = 1, n = 1, 2, 3, . . . Для этих параметров
вблизи оси цилиндра возникает вязкий кри-
тический слой, толщиной порядка O(

√
εν).

При выходе из этого слоя спиральные волны
затухают по экспоненциальному закону. В
критическом слое главное приближение фа-
зовой скорости спиральных волн совпадает
со скоростью стационарного потока. Перехо-
дим к переменной s = r/

√
εν . Комплексное

волновое число k разлагаем в асимптотиче-
ский ряд k = k0 + ενk1 + . . .. Аналогичный
ряд записываем и для функции F (r). Под-
ставляем асимптотические ряды в уравнение
(3.2) и приравниваем нулю коэффициенты

при εν , ε
2
ν , . . . В первом приближении нахо-

дим коэффициент k0, который оказался рав-
ным k0 = n/Rp. Во втором приближении по-
лучаем краевую задачу на собственные зна-
чения, из которой находим поправку k1. В ре-
зультате, для комплексного волнового числа
при m = 1, n > 1 получаем значение

k =
n

Rp
+ εν

2
√

2n(1 + i)

Rp
+O

(
ε2ν
)
. (5.1)

Для порядка толщины критического слоя по-
лучаем формулу O

(
4
√
ε2ν/n

)
. Очевидно, что

этот слой становится тоньше с уменьшени-
ем вязкости жидкости и с ростом номера мо-
ды. В этом слое локализуются рассмотрен-
ные моды.

6. Оценка порядка невязки

Невязка H оказалась малой для
m = 1, n > 1, убывая с ростом индекса n, с
уменьшением параметра εν и при выходе из
области пограничного слоя. Итак, спираль-
ные волны конечной длины локализуются во
внешней области вне пристеночного погра-
ничного слоя.

Замечание. При отсутствии стационар-
ного потока Rp = 0 задача (3.2) имеет точное
решение, из которого следует, что декремент
затухания спиральных волн имеет порядок
O(1/εν). В случае же, если Rp = O(1), то из
формулы (5.1) следует, что декремент зату-
хания мал и имеет порядок O(εν). Следова-
тельно, механизмом переноса коротких спи-
ральных волн является стационарный поток,
так как при его отсутствии перенос спираль-
ных мод полем длинных продольных волн
незначителен.
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Заключение

В работе исследованы спиральные вол-
ны конечной длины, которые, в отличие от
длинных спиральных волн, локализованных
вблизи стенок сосудов, заполняют все попе-
речное сечение кровеносного сосуда. Часть
мод спиральных волн сосредоточена в кри-
тическом слое вблизи оси сосуда. Показано,
что механизмом переноса коротких волн яв-
ляется стационарный поток, тогда как влия-
ние длинных продольных волн на перенос ко-
ротких спиральных мод оказывается незна-
чительным. С ростом скорости среднего те-
чения уменьшаются волновые числа и декре-
менты затухания волн. В отличие от длин-
ных волн, влияние упругих свойств стенок
кровеносных сосудов на волны конечной дли-
ны, оказывается малым и учитывается толь-
ко в высших приближениях асимптотических
рядов.
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