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In this article we study degenerate elliptic equations. Using the method of integral equations
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Хорошо известно [1], что теория K — ква-
зиконформных отображений тесно связана с
теорией упругости, например, с бесконечно
малыми изгибаниями кусочно-регулярных
поверхностей и с изучением их жесткости.
Чтобы иметь возможность исследования слу-
чаев, в которых имеются точки уплощения,
необходимо привлекать теорию общих квази-
конформных отображений, которая в послед-
нее время находится в стадии своего разви-
тия и все еще далека от своего завершения.

Предметом изучения данной ра-
боты являются обобщенные решения
w (z) = u (z) + iv (z) эллиптических систем
вида {

ρ (z)ux = vy,

ρ (z)uy = −vx,
(1)

осуществляющие топологическое отображе-
ние круга B1 = B (0; 1) = {z : |z| < 1} на се-
бя.

Подобная задача рассмотрена ранее в ра-
боте [2].

Обозначим через Γ0 конечное множество
точек на границе Γ круга B1.

Будем предполагать, что функция ρ (z)
неотрицательна внутри B1, обращается в
нуль в точках множества Γ0 ⊂ Γ, обладает

обобщенными производными первого поряд-
ка в B1 и непрерывна в B̄1.

Переходя к комплексным переменным,
запишем систему (1) в следующем виде:

wz =
1− ρ
1 + ρ

wz. (2)

Определение 1 [3]. Будем говорить, что
отображение w (z) есть обобщенное решение
уравнения (2) в B1, если w (z) локально сум-
мируемо в B1 и существуют обобщенные про-
изводные ∂z̄w и ∂zw класса Lp (B1), p > 1,
удовлетворяющие уравнению (2) почти всю-
ду в B1.

Нас интересуют обобщенные решения
системы (1), осуществляющие топологиче-
ские отображения. Их свойства определяют-
ся свойствами так называемой весовой функ-
ции ρ (z).

Определение 2 [3]. Топологическое ото-
бражение w : Ω → w (Ω), сохраняющее ори-
ентацию, называется K-квазиконформным,
если его характеристика

K (z) =
|wz|+ |wz|
|wz| − |wz|

в области Ω ⊂ C ограничена константой
K ∈ R.
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Так как функция ρ (z) обращается в нуль
на Γ0 и в нашем случае K (z) = ρ−1 (z), то
отображения, удовлетворяющие уравнению
(2), не являются K — квазиконформными ни
для какой константы K ∈ R. Такие отобра-
жения назовем общими квазиконформными
отображениями, а соответствующую им си-
стему — вырождающейся. Система (1) в та-
ком случае не является равномерно эллипти-
ческой.

Из геометрических соображений ясно,
что действительная часть u (z) топологи-
ческого отображения w (z) интегрируема с
квадратом с весом ρ (z), а мнимая часть —
с весом ρ−1 (z) в круге B1.

Известно [3], что если в классическом
уравнении Бельтрами

wz̄ = µ (z)wz (3)

функция µ измерима и ‖µ‖∞ 6 q0 < 1,
то существует единственное квазиконформ-
ное отображение wµ круга на себя, норми-
рованное, например, соответствием трех пар
граничных точек, комплексная характери-
стика wz̄

wz
которого равна µ (z) почти всюду.

При этом координатные функции u (z) , v (z)
принадлежат пространству W 1,2 (B1) [4].
Б. В. Боярским в работе [5] было показа-
но, что производные K — квазиконформных
отображений обладают улучшенными свой-
ствами интегрируемости.

В монографии [6] исследуются свойства
общих квазиконформных отображений плос-
кости на себя с интегрируемой характеристи-
кой. Там, в частности, показано, что обоб-
щенные производные первого порядка ло-
кально интегрируемы в C. Кроме того, по-
казано, что существует конечное множество,
вне которого первые производные локально
интегрируемы с квадратом.

В настоящей работе получены улучшен-
ные свойства интегрируемости производных
определенного класса общих квазиконформ-
ных отображений в дополнительном предпо-
ложении, что производные функции ρ (z) об-
ладают некоторыми свойствами интегрируе-
мости. Прежде всего, нас будет интересовать
множество весов ρ (z), принадлежащих так
называемому классу Макенхаупта.

Определение 3 [7]. Пусть константа
C > 1, |Ω| — площадь круга Ω. Говорят, что
функция f принадлежит классу Макенха-
упта A2 (C), если для любого круга Ω ⊂ C
имеет место неравенство∫

Ω

f dxdy

∫
Ω

f−1dxdy 6 C |Ω|2 .

Будем говорить также, что функция
f принадлежит классу Макенхаупта
A2 (D) , D ⊂ C, если она допускает про-
должение в C функцией f∗, принадлежащей
классу Макенхаупта A2 (C) .

Пусть ω : Ω → R — функция, принадле-
жащая классу Макенхаупта A2 (Ω), Ω ⊂ C.
В дальнейшем в наших построениях боль-
шую роль будут играть весовые простран-
ства С.Л. Соболева W 1,p (ω,Ω), 1 6 p <∞.

Определение 4. Весовое пространство
С.Л.Соболева W 1,p (ω,Ω), 1 6 p < ∞, есть
пространство локально суммируемых функ-
ций φ (z) в Ω ⊂ C, имеющих обобщенные про-
изводные ∂z̄φ и ∂zφ и конечную норму

‖φ‖W 1,p(ω,Ω) = ‖φ‖p,ω + ‖∇φ‖p,ω ,

здесь ‖φ‖p,ω — норма в пространстве Lp,ω (Ω),
определяемая следующим образом:

‖φ‖Lp(ω,Ω) =

∫
Ω

|φ|p ω dxdy

 1
p

.

Для доказательства теоремы существования
решения уравнения (2) с дополнительными
ограничениями на дифференциальные свой-
ства функции ρ (z) нам понадобится теорема
вложения [8] для весовых пространств.

Лемма 1 [8] («весовая» теорема вложе-
ния). ПустьK ⊂ R2 — измеримое множество,
такое что

∣∣K̄∣∣ = 0. Предположим также, что
для точек z ∈ Br = {z : |z − z0| < r} ⊂ B1

функции ω∗ (z) , v (z) определяются выраже-
ниями

ω∗ (z) = distα
∗

(z,K) , v (z) = distβ (z,K) ,

где α∗, β ∈ R и α∗, β, q удовлетворяют нера-
венствам

1 6 q < 2;
α∗ + 2

q
> 1 + β.

Пусть t, p, q — константы, удовлетворяющие
условиям

1 >
1

p
> 1− 1

q
;

1

t
=

1

p
+

1

q
− 1.

Также положим σ (z) = vp (z) (ω∗ (z))−(p−1) и
rK = max {r, dist (z0,K)}.
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Тогда существует константа c3, не завися-
щая от z0 и r, такая что выполнено ∫

B(z0,r)

|Ψ|t ω∗


1/t

6

6 c3r
α∗
q
−β

K r
2
q
−1

 ∫
B(z0,r)

|∇Ψ|p σ


1/p

(4)

для любой функции Ψ ∈ C∞0 (B (z0, r)) и вер-
но

(ω∗)1/q (B (z0, r)) 6

6 c2r
α∗
q
−β

K r
2
q
−1
γ (∂B (z0, r)) . (5)

Здесь ω∗ (X) =

∫
X

ω∗, γ (∂X) =

∫
X

vdH,

X — открыто и X ⊆ B (z0, r), а H — одно-
мерная мера Хаусдорфа.

Определение 5 [9]. Отображение w (z)
называется квазиконформным в среднем в
области Ω ⊂ C, если его характеристика
ограничена в интегральном смысле∫∫

Ω

(K (z))2 dxdy <∞. (6)

Результат, содержащийся в формулируемой
ниже теореме, является известным, но при-
водится его авторское доказательство. Ис-
пользуемые интегральные свойства и свой-
ства непрерывности решений применяются
далее при доказательстве теоремы об улуч-
шенной интегрируемости производных реше-
ния уравнения (2). Такой подход позволяет
доказывать существование отображений, не
являющихся квазиконформными в среднем.

Теорема 1. Пусть в уравнении (2) функ-
ция ρ (z) = |z − z0|α, z ∈ B1, z0 ∈ Γ0,
0 < α < 1. Тогда существует квазиконформ-
ное в среднем отображение w (z) : B1 → B1,
являющееся обобщенным решением нелиней-
ного уравнения Бельтрами (2). Это отобра-
жение непрерывно вплоть до границы B1

с нормировкой w (z0) = i; w (z1) = −i,
w (z2) = w2, |z1| = |z2| = |w2| = 1.

Доказательство. Рассмотрим последова-
тельность Kn — квазиконформных отобра-
жений wn (z) = un (z) + ivn (z), являющихся
решениями уравнений

wnz̄ =
1− ρn
1 + ρn

wnz, (7)

где ρn = ρ
[(

1− 1
n

)
z
]
в круге B1, с норми-

ровкой w (z0) = i; w (z1) = −i, w (z2) = w2,
|z1| = |z2| = |w2| = 1.

Пусть ωn = ρnun + ivn а ω∗n — продолже-
ния функций ωn в круг B2 по правилу

ω∗n (z) =
1

ω̄n
(

1
z̄

) , z ∈ B2.

Так как ωnz̄ = ρnz̄un ∈ L2+l (B1), l > 0,
то имеет место следующее представление
И. Н. Векуа [1]:

ω∗n = Φ∗n −
1

π

∫∫
B2

ω∗
nζ̄

ζ − z
dξdη.

Здесь аналитические функции Φ∗n имеют вид

Φ∗n (z) =
1

2πi

∫
∂B2

ω∗nς̄
ς − z

dς.

Пусть Ω∗n = ω∗n−Φ∗n. Так как в B2 верно, что

[Ω∗n]z̄ = ω∗nz̄ ∈ L2+l (B2) , l > 0,

[Ω∗n]z = − 1

π

∫∫
B2

ω∗nς̄
(ζ−z)2 dξdη ∈ L2+l(B2),

что означает, что функция Ω∗n непрерывна по
Гёльдеру, то есть Ω∗n ∈ C

l
2+l (B2). Так как

функции Ω∗n равномерно ограничены и рав-
номерно ограничены в C

l
2+l (B2), то последо-

вательность {Ω∗n} компактна в C
(
B̄2

)
.

Так как последовательность {Φ∗n} огра-
ничена [1], то она компактна в смысле рав-
номерной сходимости на B̄1. Поэтому после-
довательность {ρnun + ivn} также является
компактной в смысле равномерной сходимо-
сти в круге B̄1 [10]. Это значит, что

ω = ρu+ iv = lim
n→∞

(ρnun + ivn)

непрерывна в B̄1. Поэтому функция v(z)
непрерывна в точке z0.

Так как v (z) ∈ C
(
B̄1

)
, то функция u (z)

принимает на границе круга B1 значения
непрерывных функций ±

√
1− v2 (z) почти

всюду. Используя критерий Винера [8], лег-
ко показать, что функция u (z) непрерывна в
точке z0.

Заметим, что компактность {un} , {vn}
может быть доказана и другими способа-
ми [11–13]. Функция w (z) = u (z) + iv (z) яв-
ляется, очевидно, однолистной [14].
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Теорема доказана.

Для доказательства улучшенной инте-
грируемости производных решения уравне-
ния (2) в случае слабого вырождения в од-
ной граничной точке, когда ρ (z) является
A2-весом, нам понадобится следующая

Лемма 2. Пусть

pς̄ (ς) := const |ς − z0|α−1 , 0 < α < 1, z0 ∈ ∂B1

и u = u (ς) — ограниченная в круге
B1 = {ς : |ς| < 1} функция. Тогда∣∣∣∣∣∣
∫∫
B1

pς̄u (ς)

(ς − z)2dξdη

∣∣∣∣∣∣ 6 C

|z − z0|1−α
A (z) , (8)

A ∈ Lp (B1) ∀ p, p > 1.

Доказательство. Пусть

Br = {ς ∈ B1 : |ς − z| < r} ,

0 < r <
1

2
|z − z0| ;

B = B (z) :=

{
ς ∈ B1

∣∣∣∣|ς − z| < 1

2
|z − z0|

}
,

D = D (z) := {ς ∈ B1 ||ς − z| < |z − z0|} ,
E = E (z) := B1\D (z) ,

C = C (z) :=

:=

{
ς ∈ B1

∣∣∣∣12 |z − z0| < |ς − z| < |z − z0|
}
.

Положим IN =

∫∫
N

pς̄u (ς)

(ς − z)2dξdη

для измеримого множества N . Тогда

IB1 = IB + IC + IE . (9)

Для слагаемых суммы (9) мы получаем сле-
дующие оценки:

|IB| 6

6
[
C1| lg |z − z0| |+ C̃1

] 1

|z − z0|1−α
, (10)

|IC | 6

6
[
C2| lg |z − z0| |+ C̃2

] 1

|z − z0|1−α
, (11)

|IE | 6

6
[
C3| lg |z − z0| |+ C̃3

] 1

|z − z0|1−α
. (12)

Здесь Ci, C̃i — константы, не зависящие от z.
Учитывая представления (9) и неравен-

ства (10)–(12), получим оценку (8).
Лемма доказана.

Докажем теперь теорему о повышении
показателя интегрируемости производных
vz, uz. Впервые такого рода задача была рас-
смотрена для решения уравнения Бельтрами
в работе Б.В. Боярского [14] (см. также [6]).

Теорема 2. Пусть ρ : B̄1 → R — функция
из уравнения (2), обладающая свойствами

1) непрерывна, ограничена и неотрица-
тельна в B̄1;

2) существуют неотрицательные числа a1,
a2, такие, что

a1distα (z, z0) 6 ρ (z) 6 a2distα (z, z0) ,

0 < α < 1;

3) существуют обобщенные производные
первого порядка в B1, такие, что

ρx (z)√
ρ (z)

,
ρy (z)√
ρ (z)

∈ L2+l (B1) , l > 0.

4) функция ρ (z) допускает продолжение
в C функцией, являющейся A2 (C)-весом.

Пусть w (z) = u (z) + iv (z) — квази-
конформное в среднем отображение из тео-
ремы 1, являющееся обобщенным решени-
ем уравнения (2) в круге B1 с нормиров-
кой w (z0) = i; w (z1) = −i, w (z2) = w2,
|z1| = |z2| = |w2| = 1. Тогда функция v (z)
принадлежит шкале пространств

v ∈W 1,τ1
(

distα
∗

(z, z0) , B1

)
,

τ1 =
2 (2 + α∗)

2− α
, α∗ ∈ [−α; 0] ;

v ∈W 1,τ2
(

distα
∗∗

(z, z0) , B1

)
,

τ2 =
2 (2− δ)2 (2 + α∗∗)

8− 8α− 4δ + 6αδ − αδ2
,

α∗∗ ∈
[
α (2− δ)
α− 2

; 0

]
, u ∈W 1,s (B1) ,

s = 2− 2δ
2 + α

4 + αδ
, 0 < δ < 1.
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Доказательство. Рассмотрим последова-
тельность Kn — квазиконформных отоб-
ражений wn = un + ivn с нормировкой
w (z0) = i; w (z1) = −i, w (z2) = w2,
|z1| = |z2| = |w2| = 1, являющихся решени-
ями уравнений (7), где ρn = ρ

[(
1− 1

n

)
z
]
в

круге B1 и

ρnx (z)√
ρn (z)

,
ρny (z)√
ρn (z)

∈ L2+l (B1) , l > 0.

Рассмотрим последовательность отобра-
жений ωn = ρnun + ivn. Равномерная сходи-
мость и непрерывность функций ρnun + ivn
в точке z0 следует из доказательства теоре-
мы 1.

Продолжим функции ρn и vn в круг
B2 симметрично относительно единичной
окружности. Далее мы получаем

v∗nzz̄ (z) = vnzz̄ (z) =
1

2

(
ρnx
ρn

vnx +
ρny
ρn

vny

)
,

vnzz (z) = F ∗′n (z)−

− 1

2π

∫∫
B2

(
ρnx
ρn

vnx +
ρny
ρn

vny

)
×

× 1

(ς − z)2dξdη, (13)

где интеграл в (13) является сингулярным.
Последовательность

{
F ∗
′

n

}
, очевидно, яв-

ляется ограниченной в B̄2 [1] и компактной в
смысле равномерной сходимости на B̄1. Так
как рассматриваемый нами вес ρ (z) принад-
лежит классу Макенхаупта, то сингулярный
интеграл (13) ограничен [15,16].

Таким образом, последовательности
vnzz̄ (z) и vnzz (z) компактны в смысле равно-
мерной сходимости и для предельной функ-
ции v (z) = lim

n→∞
vn (z) в круге B1 имеют

место равенства

vzz̄ (z) =
1

2

(
ρx
ρ
vx +

ρy
ρ
vy

)
,

vzz (z) = F ∗′ (z)−

− 1

2π

∫∫
B2

(
ρx
ρ
vx +

ρy
ρ
vy

)
1

(ς − z)2dξdη. (14)

Известно [8], что для весовых про-
странств с весовой функцией ρ (z), удовле-
творяющей условию теоремы 2, имеет место
«весовая» теорема вложения (см. лемму 1).

Так как производные vx, vy принадлежат
весовому пространству L2

(
ρ−1, B1

)
, то ρxvx

ρ ,
ρyvy
ρ суммируемы со степенью t1 = 2 и с весом

σ1 = dist2−α (z, z0). При этом вес σ1 принад-
лежит классу A2 (B1).

Сингулярный интегральный оператор
(14) ограничен в весовых пространствах с
А2-весом [15,16].

Значит (vz)x, (vz̄)y суммируемы со степе-
нью t1 и весом σ1. В силу «весовой» теоремы
вложения [8] производные vx, vy ограничены
в пространстве Lt2 (distα∗ (z, z0) , B1), где

t2 =
2 (2 + α∗)

2− α

с весом ω∗ (z) = distα
∗

(z, z0). Поскольку па-
раметр q ∈ [1; 2), то показатель α∗ ∈ [−α; 0].

Так как (ρu+ iv)z̄ = ρz̄u, то производная
(ρ u+ iv)z̄ принадлежит тому же простран-
ству, что и ρx, ρy. Учитывая представление
И. Н. Векуа для функции ρu + iv и лемму
2, имеем, что производная (ρu+ iv)z принад-
лежит тому же пространству, что и функ-
ция |z − z0|α−1A (z). Поэтому и производные
vx, vy принадлежат тому пространству, что
и функция |z − z0|α−1A (z), где A ∈ Lp (B1),
∀ p, p > 1.

В силу сказанного, при

γ =
2− δ

(2− α) (1 + ε)
,

δ, ε — малые величины, имеем

∫∫
B1

(
v2
x (ζ)

ρ (ζ)

)γ
dξdη 6

6
∫∫
B1

(
A2 (ζ) ρ2

x (ζ)

ρ (ζ)

)γ
dξdη 6

6

∫∫
B1

(
ρ2
x (ζ)

ρ (ζ)

)γ(1+ε)

dξdη

 1
1+ε

×

×

∫∫
B1

A2 1+ε
ε (ζ)dξdη

 ε
1+ε

6

6 C̃

∫∫
B1

1

|ζ − z0|(2−α)γ(1+ε)
dξdη <∞.
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Аналогичное неравенство имеет место и для
v2
y

ρ .
Это значит, что производные vx, vy сум-

мируемы со степенью

t3 =
2 (2− δ)

(2− α) (1 + ε)

и весом
ρ
− 2−δ

(2−α)(1+ε)

в круге B1. Тогда легко показать, что
ρxvx
ρ ,

ρyvy
ρ суммируемы со степенью

t3 =
2 (2− δ)

(2− α) (1 + ε)

и весом
σ2 = dist

2−δ
1+ε (z, z0) .

При этом вес σ2 принадлежит классу
A2 (B1). Поэтому (vz)x , (vz̄)y суммируемы
со степенью t3 и весом σ2, где ε мож-
но пренебречь. В силу «весовой» теоре-
мы вложения [8], мы имеем ограничен-
ность производных vx, vy в пространстве
Lt4

(
distα

∗∗
(z, z0) , B1

)
, где

t4 =
2 (2− δ)2 (2 + α∗∗)

8− 8α− 4δ + 6αδ − αδ2

с весом ω∗∗ (z) = distα
∗∗

(z, z0). Поскольку па-
раметр q ∈ [1; 2), то показатель

α∗∗ ∈
[
α (2− δ)
α− 2

; 0

]
.

Применяя неравенство Гёльдера, легко
показать, что при

s = 2− 2δ
2 + α

4 + αδ

производные ux, uy принадлежат невесовому
пространству Ls (B1).

Теорема доказана.

Следствие. В условиях теоремы 2, про-
изводные vx, vy функции v (z) отображения
w = u + iv принадлежат невесовому про-
странству Lt (B1), где

t =


4

2− α
, α ∈ (0; δ) ;

4 (2− δ)2

8− 8α− 4δ + 6αδ − αδ2
, α ∈ (δ; 1)

и δ сколь угодно мало.

Замечание. В силу того, что производ-
ные функции vx, vy координатной функции
v (z) в соответствии с теоремой 2 о шка-
ле пространств принадлежат пространству
L 4

2−α
(B1) функция v (z) принадлежит про-

странству Гёльдера Сα̃(B1), α̃ = α
2 . Поэто-

му доказанная ранее теорема 1 для случая
вырождения в одной граничной точке пере-
носится на случай произвольного конечного
числа граничных точек вырождения. Приве-
денное ранее доказательство непрерывности
функции v (z), не опирающееся на теорему о
шкале пространств, целесообразно в том слу-
чае, когда мы заботимся о сохранении норми-
ровки в точке вырождения.

Докажем теперь теорему существования
обобщенного решения уравнения (2), осу-
ществляющего топологическое отображение
круга B1 на себя, в случае сильного вырож-
дения веса ρ (z) в точке z0 ∈ Γ0, то есть при
α > 1.

Теорема 3. Пусть в уравнении (2) функ-
ция ρ (z) = |z − z0|α, z ∈ B1, z0 ∈ Γ0, α > 1.

Тогда существует квазиконформное отоб-
ражение w (z) : B1 → B1, являющееся обоб-
щенным решением нелинейного уравнения
Бельтрами (2), непрерывное вплоть до гра-
ницы B1 с нормировкой

w (z0) = i; w (z1) = −i, w (z2) = w2,

|z1| = |z2| = |w2| = 1.

Доказательство. Рассмотрим последова-
тельность Kn-квазиконформных отображе-
ний wn = un + ivn с нормировкой

w (z0) = i; w (z1) = −i, w (z2) = w2,

|z1| = |z2| = |w2| = 1,

являющихся решениями уравнений (7), где
ρn = ρ

[(
1− 1

n

)
z
]
в B1.

Пусть ωn = ρnun + ivn. Так как
ωnz̄ = ρnz̄un ∈ L2+l (B1) , l > 0, то имеет ме-
сто представление И. Н. Векуа [1], в котором
Φn — аналитические в B1 функции, непре-
рывные в B̄1\ {z0}.

Пусть Ωn = ωn − Φn. Так как

[Ωn]z̄ = ρnz̄un ∈ L2+l (B1) , l > 0,

[Ωn]z = − 1

π

∫∫
B1

ρnζ̄un
(ζ−z)2 dξdη ∈ C

l
2+l (B1) ,

то Ωn ∈ W 1,2+l (B1), l > 0, и последователь-
ность {Ωn} компактна в C

(
B̄1

)
.
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Пусть Ω = lim
n→∞

Ωn для сходящейся под-
последовательности. Как и {Φn}, последо-
вательность {ωn} сходится равномерно в
B̄1\ {z : |z − z0| < ε} , ε > 0.

Пусть

ω = lim
n→∞

ωn, Φ = lim
n→∞

Φn.

Функция Φ принадлежит пространству
W 1,2 (B1). Она не является однолистной, но
имеет пределы слева и справа в точке z0.
Пользуясь критерием Линделёфа [10] можно
сказать, что ω = ρu+ iv непрерывна в точке
z0. Это означает непрерывность v (z) в точке
z0.

Функция w (z) = u (z) + iv (z) является,
очевидно, однолистной [14].

Так как в данной теореме имеет место
сильное вырождение веса ρ (z), то комплекс-
ная характеристика K (z) не является огра-
ниченной в пространстве L2 (B1) и отобра-
жение w (z) не является квазиконформным в
среднем.

Теорема доказана.
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