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ПЕРЕХОДЫ МЕЖДУ РЕЖИМАМИ ТЕЧЕНИЯ В ОКРЕСТНОСТИ ТОЧЕК
ПЕРЕСЕЧЕНИЯ БИФУРКАЦИЙ В ЗАДАЧЕ КУЭТТА-ТЕЙЛОРА1
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TRANSITIONS BETWEEN DIFFERENT STATES OF FLOW NEAR CODIMENSION-2 BIFURCATION
POINTS IN THE COUETTE-TAYLOR PROBLEM

Alexeev A.A.

Regimes of flow between two concentric rotating cylinders are investigated using
codimension-2 bifurcation theory. The intersection of monotonic and oscillating instabilities
is considered. Schemes of transitions between secondary flows are presented. The results of
investigation are in a good agreement with known experimental studies.
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Введение

Задача Куэтта-Тейлора является одной
из классических задач гидродинамики и дол-
гое время остается удобным объектом для
наблюдения переходов между режимами те-
чения жидкости вплоть до развития тур-
булентности. Обзор теоретических и экспе-
риментальных работ, касающихся развития
вторичных, третичных и т.д. режимов тече-
ния можно найти, например, в [1]. Извест-
но, что первая потеря устойчивости основно-
го режима происходит с рождением вторич-
ного стационарного либо колебательного ре-
жима. Появлению каждого из этих режимов
соответствует некоторая нейтральная кривая
в плоскости параметров. Нейтральные кри-
вые, соответствующие появлению разных ре-
жимов, могут иметь точки пересечения. Для
исследования режимов движения в окрест-
ности точек пересечения нейтральных кри-
вых (точек бифуркации коразмерности-2) в
работах [2, 3] была построена теория бифур-
каций коразмерности 2 для задач с цилин-
дрической симметрией. Основной объект та-
кого исследования — система амплитудных
уравнений, являющаяся обобщением извест-
ного амплитудного уравнения Ландау. Как
было показано в [4], для различных точек пе-

ресечения бифуркаций амплитудные систе-
мы могут иметь различный вид. А именно,
в них могут присутствовать либо отсутство-
вать дополнительные («резонансные») слага-
емые. В работах [2,3] исследован случай, ко-
торый в последующих работах (начиная с [4])
называется случаем «основного резонанса».
В настоящей работе исследуются переходы
между режимами течения, соответствующие
нерезонансной ситуации (когда амплитудная
система не содержит дополнительных слага-
емых) при пересечении бифуркаций рожде-
ния вихрей Тейлора и азимутальных волн.

1. Постановка задачи

Рассматривается задача о течении вязкой
несжимаемой жидкости между двумя бес-
конечными соосными цилиндрами радиусов
r1, r2 (см. рис. 1).

Цилиндры вращаются независимо друг
от друга с угловыми скоростями Ω1,Ω2 соот-
ветственно. Используя цилиндрическую си-
стему координат с осью z, направленной
вдоль оси цилиндров, безразмерные урав-
нения движения (уравнения Навье-Стокса)
можно записать в следующем виде:
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Рис. 1. Геометрия задачи Куэтта-Тейлора

∂v

∂t
+ Av = −∇p− Re1L(v,v),

∇ · v = 0.
(1.1)

Здесь r, θ, z — цилиндрические координаты,
v = (vr, vθ, vz) — скорость течения, p — дав-
ление, Re1 = Ω1r

2
1d

2/ν — число Рейнольдса,
ν — кинематический коэффициент вязкости,
d = η − 1 — безразмерный зазор между ци-
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На стенках цилиндров задается условие
прилипания:

vr = vz = 0, vθ = 1/(η − 1),

r = 1/(η − 1),

vr = vz = 0, vθ = Ωη/(η − 1),

r = η/(η − 1),

где Ω = Ω2/Ω1 — отношение угловых скоро-
стей вращения цилиндров.

Будем рассматривать течения с периоди-
ческими по z полями скорости и давления
с заданным периодом 2π/α. Заметим, что
требование периодичности играет здесь роль
«осевого краевого условия».

Система (1.1) обладает группой симмет-
рии G = SO(2) × O(2) — она инвариантна
относительно вращений Lδθ, трансляций L

h
z и

отражения J , действующих на поле скорости
по правилам:

(Lδθv)(t, r, θ, z) = v(t, r, θ + δ, z),

(Lhzv)(t, r, θ, z) = v(t, r, θ, z + h),

(Jv)(t, r, θ, z) =

= (vr(t, r, θ,−z), vθ(t, r, θ,−z),−vz(t, r, θ,−z))
для любых вещественных δ и h.

При всех значениях параметров система
имеет точное решение с вектором скорости
v0(r) = (0, v0θ(r), 0) — течение Куэтта. Здесь

v0θ = ar + b/r,

a =
Ωη2 − 1

η2 − 1
, b = − (Ω− 1)η2

(η2 − 1)d2
.
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В экспериментах течение Куэтта наблю-
дается лишь при малых скоростях вращения
цилиндров. С увеличением значения числа
Рейнольдса течение Куэтта теряет устойчи-
вость с рождением вторичного стационарно-
го либо колебательного режима.

2. Режимы течения при пересечении
бифуркаций

Потере устойчивости течения Куэтта и
появлению вторичного режима соответству-
ет некоторая нейтральная кривая в плос-
кости параметров (Re2,Re1). Здесь Re1 и
Re2 = Ω2r

2
2d

2/ν — числа Рейнольдса, свя-
занные с вращением внутреннего и внешнего
цилиндра соответственно. Нейтральные кри-
вые, соответствующие монотонной и колеба-
тельной потере устойчивости, могут иметь
точки пересечения. Это относится к ситуа-
ции, когда в спектре устойчивости течения
Куэтта содержатся ноль и пара чисто мни-
мых собственных значений.

Пусть (Re2∗,Re1∗) — точка пересечения
нейтральных кривых. В [2] было показа-
но, что в её малой окрестности, которая
задаётся равенствами Re2 = Re2∗ + k2ε

2,
Re1 = Re1∗ + k1ε

2 (k1, k2 — параметры над-
критичности, ε — малый параметр), решение
исходной задачи (1.1) можно искать в виде

v = v0 + ε(Φ + Φ∗) + . . . ,

Φ = ξ0k(τ)Φ0k + ξnl+(τ)Φnl+ + ξnl−(τ)Φnl−,

где v0 — вектор скорости течения Куэт-
та при критических значениях параметров,
ξ0k, ξnl+, ξnl− — неизвестные комплексные
амплитуды, зависящие от медленного време-
ни τ = ε2t, а Φ0k,Φnl+,Φnl− — собственные
решения линеаризованной задачи устойчиво-
сти:

Φ0k = e−ikαzϕ0k(r),

Φnl+ = ei(ωnt−(nθ+lαz))ϕnl+(r),

Φnl− = ei(ωnt−(nθ−lαz))ϕnl−(r) = JΦnl+.

Если при этом (k 6= l), то комплексные ам-
плитуды удовлетворяют следующей системе
дифференциальных уравнений:

˙ξ0k = ξ0k(σ +A|ξ0k|2 +B|ξnl+|2 +B∗|ξnl−|2),

˙ξnl+ = ξnl+×
× (µ+D|ξ0k|2 + E|ξnl+|2 + F |ξnl−|2), (2.1)

˙ξnl− = ξnl−(µ+D|ξ0k|2 + F |ξnl+|2 +E|ξnl−|2).

Ранее [5,6] была исследована аналогичная си-
стема амплитудных уравнений, но содержа-
щая по одному дополнительному слагаемому
в каждом уравнении. Эта система соответ-
ствовала случаю пересечения монотонной и
колебательной неустойчивости в случае, ко-
гда k = l.

Коэффициенты системы (2.1) выражают-
ся через собственные решения линеаризован-
ной задачи устойчивости (нейтральные мо-
ды), собственные решения сопряженной за-
дачи и решения линейных неоднородных за-
дач, правые части которых зависят от ней-
тральных мод. Коэффициенты σ, µ зависят
также от параметров надкритичности, что
позволяет при исследовании системы счи-
тать их свободными параметрами. Систему
(2.1) удобно исследовать, перейдя к диффе-
ренциальным уравнениям для модулей ком-
плексных амплитуд — «моторной подсисте-
ме»:

˙ρ0k = ρ0k(σ +Aρ20k +Br(ρ
2
nl+ + ρ2nl−)),

˙ρnl+ = ρnl+×
× (µr +Drρ

2
0k + Erρ

2
nl+ + Frρ

2
nl−), (2.2)

˙ρnl− = ρnl−(µr +Drρ
2
0k + Frρ

2
nl+ + Erρ

2
nl−).

Равновесиям моторной подсистемы (2.2) со-
ответствуют стационарные и периодиче-
ские режимы движения исходной системы
Навье-Стокса. Эти режимы могут быть как
инверсионно-симметричными (вихри Тейло-
ра, азимутальные волны, смешанные ази-
мутальные волны), так и существующими
инверсионно-связанными парами (спираль-
ные волны, смешанные спиральные волны).
Простейшие режимы движения и соответ-
ствующие им равновесия моторной подсисте-
мы перечислены в таблице.

На рис. 2 показаны поверхности уров-
ня азимутальной компоненты завихренности
(Wθ = ∂zvr − ∂rvz) для каждого из режи-
мов, а также возможные варианты перехо-
дов между ними в окрестности точек пересе-
чения нейтральных кривых (черные и белые
стрелки соответствуют динамике в окрестно-
сти различных точек).

Формулы для равновесий системы, усло-
вия их существования и устойчивости, а так-
же выражения для соответствующих полей
скорости приведены в работе [7]. Настоя-
щая статья посвящена численному исследо-
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Режимы движения, отвечающие равновесиям системы (2.2).

Течение/модули амплитуд |ξ0k| |ξnl+| |ξnl−|
течение Куэтта (COU) 0 0 0
вихри Тейлора (TV) ρ0k 0 0

спиральные волны (SW) 0 ρnl 0
—//— 0 0 ρnl

азимутальные волны (AW) 0 ρnl ρnl

смешанные спиральные волны (MSW) ρ0k ρnl 0
—//— ρ0k 0 ρnl

смешанные азимутальные волны (MAW) ρ0k ρnl ρnl

Рис. 2. Режимы движения жидкости и возможные варианты переходов между ними. На рисунках
показаны поверхности уровня азимутальной компоненты завихренности Wθ = ∂zvr − ∂rvz каждого

из описанных режимов.
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Рис. 3. Режимы движения при обходе точек
пересечения бифуркаций при Ω > 0, k > l.

Рис. 4. Режимы движения при обходе точек
пересечения бифуркаций при Ω > 0, k < l.

ванию переходов между различными режи-
мами при обходе точки пересечения бифур-
каций.

3. Численные результаты

Численное исследование режимов движе-
ния в окрестности точек пересечения бифур-
каций включает в себя расчет нейтральных
кривых, поиск точек пересечения, вычисле-
ние коэффициентов амплитудных уравнений
и расчет полей скорости, соответствующих
различным равновесиям моторной подсисте-
мы, при различных значениях параметров
надкритичности.

Алгоритм расчета точек пересечения би-
фуркаций и коэффициентов системы ампли-
тудных уравнений описан в [7]. Для вы-
числения коэффициентов использовался па-
кет программ, составленный С.Н. Овчинни-
ковой.

Для численного исследования было вы-
брано отношение радиусов r1/r2 = 0,883, что
соответствует экспериментальному исследо-
ванию [8]. Азимутальное квантовое число m
полагалось равным нулю, а n принимало зна-
чения от 1 до 4. Аксиальные квантовые чис-
ла k и l, а также волновое число α выбира-
лись таким образом, чтобы точки пересече-
ния нейтральных кривых находились вбли-
зи кривой первой потери устойчивости. Рас-

смотренные значения k, l, α покрывают диа-
пазон 1 6 kα, lα 6 10.

Расчеты показывают, что в окрестности
различных точек пересечения бифуркаций
может существовать и быть устойчивым ли-
бо один из вторичных режимов, либо вих-
ри Тейлора вместе со спиральными (или ази-
мутальными) волнами. Спиральные волны и
азимутальные волны в окрестности одной и
той же точки не могут существовать и быть
устойчивыми, что согласуется с результата-
ми работы [7].

Схема переходов между режимами в слу-
чае цилиндров, вращающихся в одну сто-
рону, показана на рис. 3, 4. Переход через
ось σ соответствует переходу через нейтраль-
ную кривую рождения вихрей Тейлора, ось
µr — через нейтральную кривую рождения
спиральных волн. Если аксиальное волновое
число k больше l, то переход от вихрей Тей-
лора к спиральным волнам и обратно проис-
ходит через смешанные спиральные волны.
Соответствующая последовательность режи-
мов показана на рис. 2 — переходы, отме-
ченные черными стрелками. В случае, когда
k < l, области существования и устойчиво-
сти вихрей Тейлора и спиральных волн пе-
рекрываются. Следовательно, в эксперимен-
тах при соответствующих значениях пара-
метров могут наблюдаться гистерезисные яв-
ления. Такие же картины переходов выявле-
ны, если цилиндры вращаются в противопо-
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Рис. 5. Точки пересечения бифуркаций и существующие в их окрестности режимы движения при
m = 0, n = 2. Сплошной линией показана нейтральная кривая, соответствующая первой потере

устойчивости основного течения.

ложные стороны, но отношение их угловых
скоростей мало. Отметим, что в случае ци-
линдров, вращающихся в одну сторону, нет
областей существования устойчивых азиму-
тальных волн, по крайней мере, в рассмот-
ренном диапазоне параметров.

В случае, когда цилиндры вращаются в
противоположные стороны, возможно появ-
ление всех описанных режимов. На рис. 5
показана серия точек пересечения нейтраль-
ных кривых, вычисленных для m = 0,
n = 2 и различных значений параметров
k, l, α, в плоскости чисел Рейнольдса Re2,
Re1. Пустыми квадратами показаны точки,
в окрестности которых существуют устойчи-
вые спиральные волны, заполненными квад-
ратами — спиральные волны и вихри Тейло-
ра (при этом переход между ними осуществ-
ляется через смешанные спиральные волны,
аналогично показанному на рис. 3), ромба-
ми — точки, в окрестности которых суще-
ствуют азимутальные волны и, быть может,
вихри Тейлора (причём эти два режима раз-
делены областью существования устойчивых
смешанных азимутальных волн — переходы,
отмеченные белыми стрелками на рис. 2).
Видно, что вблизи оси Re1 (отношение угло-
вых скоростей мало) при потере устойчиво-
сти основного течения возможно появление
вихрей Тейлора либо спиральных волн. Чуть
далее вдоль кривой первой потери устой-
чивости (сплошная линия) расположена об-
ласть существования устойчивых азимуталь-
ных волн, которая при дальнейшем увеличе-
нии Re2 смещается выше, уступая место спи-
ральным волнам. Пустыми кружками отме-

чены точки, в окрестности которых не суще-
ствует устойчивых режимов с заданными па-
раметрами (кроме, разумеется, течения Ку-
этта в докритической области). Подобная (но
слегка смещенная) картина наблюдается и
для значений параметра n = 1, 3, 4. Полу-
ченные результаты качественно согласуются
с экспериментом [8].

Заключение

Исследованы переходы между режима-
ми движения жидкости в окрестности то-
чек пересечения монотонной и колебатель-
ной неустойчивости в нерезонансном случае.
Показано, что в зависимости от значений
параметров задачи в окрестности таких то-
чек могут существовать различные комбина-
ции устойчивых вторичных режимов — вих-
рей Тейлора, спиральных волн, азимуталь-
ных волн. При этом переход между вихрями
Тейлора и спиральными (либо азимутальны-
ми) волнами может происходить как «скач-
ком», так и через некоторый смешанный ре-
жим — устойчивые смешанные спиральные
(либо азимутальные) волны. Также в плоско-
сти параметров существуют точки, в окрест-
ности которых не существует устойчивых ре-
жимов со значениями волновых чисел, ис-
пользованными в наших расчетах. Заметим,
что анализ устойчивости найденных режи-
мов относительно возмущений, нарушающих
заданную периодичность, не проводился.
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