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Строится алгоритм, позволяющий иссле-
довать и решать методом блочного элемен-
та граничные задачи в областях с гладкой
границей, более точно учитываяющий фор-
му области, чем другие подходы. Ранее в ра-
ботах [1–5] построены блочные элементы с
плоскими границами, удобные для примене-
ния в областях, имеющих участки плоских
границ. Однако участки границ, имеющие
отличную от нуля кривизну, уже неудобно

описывать такими блочными элементами. В
этих случаях приходится измельчать разбие-
ние границы, увеличивать число локальных
координат, т.к. требуется уплощение окрест-
ностей их начал, и тем самым усложнять ре-
шение задачи [5]. Для преодоления подобных
проблем в случаях тел с гладкими граница-
ми оказывается более удобным использовать
подходящие блочные элементы с неплоской,
специальной сферической, границей [6]. Ни-
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же это показано на примере выпуклых обла-
стей с гладкой границей.

Задачи такого рода возникают при ис-
следованиях в области сейсмологии, теории
прочности и разрушения объектов, движе-
нии обтекаемых тел.

1. Будем считать, что выпуклая область
Ω имеет гладкую границу ∂Ω с положитель-
ной кривизной. Рассмотрим в этой области
граничную задачу для уравнения Гельмголь-
ца вида

(∆ + k2
1)ψ = 0. (1)

В сферической системе координат θ, ϕ, r
уравнение (1) имеет вид

∆ =
1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+

+
1

r2

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2
, (2)

r, θ, ϕ ∈ Ω1.

При этом могут быть заданы граничные
условия как Дирихле, так и Неймана [7]. Ес-
ли область является шаром радиуса b, реше-
ние строится путем построения одного блоч-
ного элемента следующим образом. Вводится
система операторов вида

B2(l,m)g =

=

π∫
0

2π∫
0

g(θ, ϕ)Y m−
l (θ, ϕ) sin θdθdϕ = G(l,m),

B−1
2 (θ, ϕ)G =
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G(l,m)Y m+
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=
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0
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2
(λr)Y m−
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× sin θdθdϕrdr = G(λ, l,m), (3)
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2
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× Y m+
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Здесь Jν(λr) — функция Бесселя, Y m
l (θ, ψ) —

сферическая функция
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=
1
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P
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Применением к уравнению (1) преобразова-
ния (3), строится внешняя форма [6,7], кото-
рая принимает вид

ω = Pb2 sin θdθ∧dϕ+Qbdr∧dθ+Rb sin θdϕ∧dr,

где P , Q, R — некоторые функции.
Функциональное уравнение рассматрива-

емой задачи представимо в форме [6,7]

K(λ)Ψ(l,m, λ) =

∫
∂Ω

ω, K(λ) = λ2− k2
1. (4)

Здесь в случае шара имеем

(λ2 − k2
1)Ψ(l,m, λ) = Llm(λ),

Llm(λ) = b2ψ′lm(b)Tlm(λ, b)−b2ψlm(b)T ′lm(λ, b),

ψlm(r) = B2(l,m)ψ(r, θ, ϕ),

Tlm(λ, r) =
1√
r
Jl+ 1

2
(λr).

Для обеспечения автоморфизма и получения
псевдодифференциального уравнения стро-
ится представление решения граничной за-
дачи в виде

ψ(r, θ, ϕ) = B−1
3 (r, θ, ϕ)

Llm(λ)

(λ2 − k2
1)
.

Требование автоморфизма состоит в выпол-
нении равенства [6, 7]

ψ(r, θ, ϕ) = 0, r > b.

В результате несложных преобразований для
рассматриваемой задачи получается псев-
додифференциальное уравнение, вырождаю-
щееся в алгебрагическое,

Llm(k1) = 0. (5)

В случае задания на границе ∂Ω условий Ди-
рихле вида

ψ(r, θ, ϕ)|r=b = ψ0(b, θ, ϕ) (6)
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решение псевдодифференциального уравне-
ния (5) получается в форме

ψ′lm(b) =
ψlm0(b)T ′lm(k1, b)

Tlm(k1, b)
.

Здесь принято обозначение

ψlm0(b) = B2(l,m)ψ0(b, θ, ϕ)

Тот же алгоритм применяется при решении
задачи с граничным условием Неймана. В
этом случае вместо граничного условия (6)
задается условие

∂ψ(r, θ, ϕ)

∂r

∣∣∣∣
r=b

= ψ1(b, θ, ϕ).

Решение псевдодифференциального уравне-
ния в этом случае имеет вид

ψlm(b) =
ψ′lm1(b)Tlm(k1, b)

T ′lm(k1, b)
,

где
ψlm1(b) = B2(l,m)ψ1(b, θ, ϕ).

Если заданная область не является ша-
ровой, то для исследования граничной зада-
чи в такой области можно применить следу-
ющий подход. Построенный выше блочный
элемент для шара, который можно вписать
в область Ω, «наращивается» в этой обла-
сти путем «приклеивания» к нему блочных
элементов, построенных в [6], до достижения
границ области Ω. Подбор указанных блоч-
ных элементов необходимо осуществлять та-
ким образом, чтобы граница ∂Ω была бы ап-
проксимирована как можно точнее.

Используемые для этих целей блочные
элементы строятся следующим образом. Рас-
сматриваются два шара радиусами A и B,
A < B в декартовой системе координат с цен-
трами на оси oz. Они занимают области Ω1 и
Ω2 пространства R3 соответственно. Расстоя-
ние между центрами равно h. Обозначим че-
рез Ω3 область пересечения шаров, т.е.

Ω3 = Ω1 ∩ Ω2.

Следуя алгоритму применения дифференци-
ального метода факторизации [6], введем две
сферические системы координат с началами
в центрах шаров на оси z исходной декарто-
вой системы координат с параметрами r, θ,
ϕ и ρ, γ, σ в областях Ω1, Ω2 соответственно.
Эти системы координат обеспечивают каса-
тельное расслоение границы для выбранного

многообразия с краем. Применяя к уравне-
нию (1) преобразования (3), построим внеш-
нюю форму [6], которая в координатах r, θ,
ϕ принимает вид

ω = g

〈[
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− imψ

]
rdr ∧ dθ−

−

[
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− ψ
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×

× r sin θdr ∧ dϕ+

+

∂ψ
∂r
− ψ
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(
l+0,5λr)
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{
r−0,5J

(
l+0,5λr)

}−1

×
× r2 sin θdθ ∧ dϕ

〉
,

g(θ, ϕ, r) = Y m+
l (θ, ϕ)r−0,5Jl+0,5(λr).

Аналогичный вид имеет форма в системе ρ,
γ, σ.

Осуществим переход к функциональному
уравнению. Последнее представимо в фор-
ме [4–6]

K(λ)Ψ(l,m, λ) =

∫
∂Ω

ω, K(λ) = λ2− k2. (7)

Построим блочный элемент для граничной
задачи в области

Ω3 = Ω2\Ω1 ∩ Ω2, h < A < B < h+A,

т.е. в дополнении к пересечению Ω1∩Ω2 в Ω2,
при этом центры шаров находятся вне обла-
сти Ω3.

Обозначим границу рассматриваемого те-
ла в виде ∂Ω3 = ∂Ω10 ∪ ∂Ω20, где ∂Ω10 пред-
ставляет собой поверхность сферы радиуса A
границы ∂Ω3, а ∂Ω20 — поверхность сферы
радиуса B указанной границы. Преобразуем
правую часть в (5), положив∫
∂Ω3

ω =

∫
∂Ω10

ω2k−1 +

∫
∂Ω20

ω2k k = 1, 2. (8)

Ради сокращения записи граничные значе-
ния решений на этих границах везде будут
обозначаться ψ1, ψ2 соответственно, хотя их
численные значения для различных гранич-
ных задач являются разными.
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Для рассматриваемого случая значения
внешней формы на границах принимают вид

ω1 = g1

(
r−0,5H

(1)
l+0,5(λr)

∂ψ1

∂r
−

− ψ1

∂r−0,5H
(1)
l+0,5(λr)

∂r

)
A2 sin θdθ ∧ dϕ,

ω2 = g2

(
fρ2
∂ψ2

∂ρ
− ψ2

∂fρ2
∂ρ

)
B2 sin γdγ ∧ dσ,

ω3 = g1

(
f r1
∂ψ1

∂r
− ψ1

∂f r1
∂r

)
A2 sin θdθ ∧ dϕ,

ω4 = g2

(
ρ−0,5Jl+0,5(λρ)

∂ψ2

∂ρ
−

− ψ2
∂ρ−0,5Jl+0,5(λρ)

∂ρ

)
B2 sin γdγ ∧ dσ,

g1(θ, ϕ, l,m) = Y m−
l (θ, ϕ),

g2(γ, σ, s, n) = Y n−
s (γ, σ),

f1(r, θ, l, λ) = Γ(l + 0, 5)×

×
∞∑
q=0

∞∑
t=0

(−1)ksq(r)(l + 0, 5 + t) cosq(π − θ)×

×C l+0,5
t [cos(π − θ)] Jl+0,5+t(λr)Jl+0,5+t(λh),

f2(r, θ, l, λ) = Γ(l + 0, 5)×

×
∞∑
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∞∑
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fν(r, θ, l, λ) ≡ f rν , fν(ρ, γ, s, τ) ≡ fρν

(ν = 1, 2),

sq(r) ≡ sq(r, l, λ) =
(−1)qΓ(l + 1 + 0, 5)

q!Γ(l + 0, 5− q + 1)
×

×
(

4

λ
√
r2 + h2

)ν ( 2rh

r2 + h2

)q−l+0,5

.

Требование автоморфизма [8] приводит к
следующим псевдодифференциальным урав-
нениям

B−1
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[(
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B2 sin γdγdσ

}]
= 0,

r = A, ρ = B, θ, ϕ ∈ ∂Ω10;

B−1
21 (γ, σ)

[ (
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)−1×

×
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−
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γ, σ ∈ ∂Ω20,

θ0 = arccos
B2 −A2 − h2

2Ah
,

γ0 = arccos
A2 −B2 − h2

2Bh
.

Сечение области Ω3 плоскостью, проходя-
щей через центры шаров, имеет серповидную
форму. Выбирая радиус A равным ралиусу
вписанного в область Ω шара, получим его
наращивание построенным блочным элемен-
том.

Продолжая этот процесс дальше, подби-
рая блочные элементы по радиусу вогнутой
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части его границы, «приклеивая» их к рас-
тущему шару, получим приближенное пред-
ставление области Ω с достаточно гладкой
границей.

Построенные блочные элементы долж-
ны быть сопряжены между собой в соответ-
ствии с алгоритмом, изложенным в [9–12].
В том случае, если на границах сопряжения
окажутся трещины или включения, соответ-
ствующие параметры должны быть внесены
в псевдодифференциальные уравнения кон-
тактирующих блочных элементов.
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