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An application of quasilinearization method to solution of inverse problem of material
parameters identification is described. The algorithm is realized for a nonlinear hollow cylinder
shear torsion problem. Equilibrium equations are gathered by Saint-Venant semi-inverse
method. The results illustrating parameters identification of Blatz and Co material and Klosner-
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Введение

В современной инженерной практике все
большее значение приобретает моделирова-
ние узлов, тел и механизмов при помощи ко-
нечноэлементных (КЭ) пакетов, таких как
Ansys, Nastran, Abaqus и многие другие. В
этих пакетах упругое деформирование мате-
риала определяется функцией удельной по-
тенциальной энергии упругой деформации
(потенциалом) W (G), зависящей от меры де-
формации Коши-Грина [1]. Для моделиро-
вания сложного нелинейного поведения ма-
териала разрабатываются упругие потенци-
алы, зависящие от инвариантов тензора де-
формаций и содержащие набор некоторых
параметров (упругий потенциал и есть мо-
дель материала). В приведенных выше КЭ-
пакетах уже доступны модели материалов,
учитывающие пьезоэффект, пористость, раз-
личные нелинейные эффекты при деформа-
ции.

Существенной проблемой при решении
задач в КЭ-пакетах является определение
(идентификация) параметров, полностью за-

дающих поведение материала при деформа-
ции. Их значения обычно находятся из экспе-
риментов. Задача согласования результатов
эксперимента и теоретических расчетов яв-
ляется очень интересной и непростой, а важ-
ность ее постоянно возрастает в связи с по-
явлением все большего числа новых мате-
риалов и совершенствованием моделей нели-
нейных материалов, задающихся с помощью
функции удельной потенциальной энергии.
Нахождение параметров, входящих в тот или
иной потенциал, приводит к некоторой коэф-
фициентной обратной задаче по их определе-
нию. Обычно такие задачи решаются с помо-
щью метода наименьших квадратов, что при-
водит к решению нелинейных систем транс-
цендентных уравнений.

Одним из перспективных подходов к ре-
шению обратной задачи идентификации ма-
териальных параметров является метод ква-
зилинеаризации [2]. Он обладает рядом пре-
имуществ, среди которых сравнительно низ-
кие вычислительные затраты, линейно зави-
сящие от размерности задачи, и отсутствие
этапа «подстройки» параметров, относящих-
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ся исключительно к вычислениям, для реше-
ния конкретной задачи, который необходим,
например, в генетических алгоритмах [3]. Из
недостатков самый существенный — чувстви-
тельность метода к начальному приближе-
нию.

В зарубежной литературе одно из са-
мых ранних применений метода квазилинеа-
ризации, он же обобщенный метод Ньютона-
Рафсона, для идентификации параметров
дифференциальных уравнений было осу-
ществлено в [2, 4]. В [2] с помощью этого ме-
тода определялся параметр нелинейной кра-
евой задачи для уравнения Ван-дер-Поля,
в [4] — решалась задача по определению ше-
сти параметров из краевой задачи для моде-
лирования газового абсорбента. Среди дру-
гих ранних работ можно назвать [5], где про-
водилось определение параметра фильтрую-
щей колонны и была показана применимость
метода для динамических задач.

В последнее десятилетие метод квазили-
неаризации часто используется для реше-
ния математически сложных задач — сингу-
лярных систем [6], дифференциальных урав-
нений в частных производных [7], а так-
же проводятся работы по его дальнейшему
обобщению [8–10] и теоретическому обосно-
ванию [10].

Помимо собственно метода квазилинеа-
ризации, перспективным направлением ис-
следования является комбинирование тради-
ционных градиентных методов, к которым
относится метод квазилинеаризации, и стоха-
стических методов, например, генетических
алгоритмов. При таком подходе градиентный
метод, чувствительный к начальному при-
ближению, используется для уточнения ре-
шения стохастического метода, который в си-

лу своих особенностей не может обеспечить
большой финальной точности результата, но
способен производить поиск в широком диа-
пазоне изменения параметров. Использова-
нию комбинированных методов и сравнению
их со стохастическим и градиентным подхо-
дами посвящена работа [11].

В настоящем исследовании проводилась
одновременная идентификация двух матери-
альных параметров, характеризующих упру-
гий потенциал, по следующему алгорит-
му. Сначала выводились уравнения равно-
весия и решалась прямая задача, для че-
го использовался полуобратный метод Сен-
Венана [12]. Краевая задача о деформи-
ровании нелинейно-упругого тела решалась
встроенным методом среды Maple для крае-
вых задач (метод трапеций с интерполяцией
Ричардсона). Далее снималась информация,
необходимая для постановки и решения об-
ратной задачи, которая затем решалась с по-
мощью метода квазилинеаризации.

1. Постановка задачи

Рассмотрим сдвиговое кручение поло-
го нелинейно-упругого цилиндра (рисунок).
Внутренняя поверхность его закреплена,
внешняя смещается в положительном на-
правлении координаты ϕ на заданный угол,
при этом точка A недеформированной кон-
фигурации переходит в точку B. Положе-
ние любой точки деформированного цилин-
дра описывается функциями P (r), имеющей
смысл нового радиуса-вектора точки, F (r),
описывающей приращение к координате ϕ, и
Z — аппликатой точки. Задача решалась для
двух нелинейных потенциалов упругой де-
формации, причем идентификация проводи-
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лась раздельно для случаев, когда информа-
ция для идентификации материальных пара-
метров задавалась функциями P (r) и F (r).

2. Получение уравнений равновесия и
решение прямой задачи

Для вывода прямой задачи был приме-
нен полуобратный метод Сен-Венана [12], в
котором использовалось следующее полуоб-
ратное представление деформации:

R = P (r), Φ = ϕ+ F (r), Z = z. (2.1)

Поведение материала цилиндра опреде-
лялось трехпараметрическими потенциала-
ми Блейтца и Ко (сжимаемый материал)

W =
µ

2

(
β

(
I1 +

I−α3 − 1

α
− 3

)
+

+ (1− β)

(
I2
I3

+
I−α3 − 1

α
− 3

))
(2.2)

и Клоснера-Сегала (несжимаемый материал)

W =
µ

4

(
(1 + β) (I1 − 3) +

+ (1− β) (I2 − 3) + κ (I2 − 3)2
)
. (2.3)

Далее принимается, что идентификации
подлежат параметры {α, β} материала (2.2).

На основе соотношений (2.1) и (2.2) в сре-
де Maple были получены уравнения равно-
весия, которые представляют собой систе-
му двух ОДУ второго порядка, и составлена
краевая задача

P ′′(r) = f(P ′(r),F ′(r),

P (r), F (r), r, α, β),

F ′′(r) = g(P ′(r),F (r),

P (r), F (r), r, α, β),{
P (r0) = r0, P (r1) = r1,

F (r0) = s0, F (r1) = s1,

(2.4)

где в серии расчетов принимались следую-
щие значения параметров r0 = 0, 85, s0 = 0,
r1 = 1, s1 = 0, 1. Задача была решена
для следующих значений материальных па-
раметров: µ = 1, α = 0, 5, β = 0 («упрощен-
ный» материал Блейтца и Ко). После этого
внутри цилиндра в трех точках [r0 = 0, 88,
r1 = 0, 90, r2 = 0, 92] была снята информация
{P (r0), F (r0), P ′(r0), F ′(r0);P (r1), P (r2)}, не-
обходимая для решения обратной задачи с

двумя неизвестными параметрами. Здесь и
далее принимается, что в качестве априор-
ной информации для идентификации мате-
риальных параметров используются значе-
ния функции P (r) в описанном выше наборе
точек.

Следует отметить, что в случае, когда
значения производных не могут быть полу-
чены из имеющихся данных, их можно счи-
тать неизвестными параметрами и иденти-
фицировать наряду с искомыми параметра-
ми обратной задачи. Для этого следует со-
ответственно увеличить количество точек, в
которых снимается информация о значении
функции, для идентификации параметров.

3. Обратная задача

Обратная задача состояла в отыскании
неизвестных постоянных значений матери-
альных параметров {α, β} для материала
Блейтца и Ко и параметров {κ, β} для ма-
териала Клоснера-Сегала. Значения матери-
альных параметров были взяты из [12, 13].
Подробное описание алгоритма для случая
одновременной идентификации одного мате-
риального параметра и значения производ-
ной в начальной точке приведено в [14]. Из-
ложим далее основную идею метода квази-
линеаризации в применении к обсуждаемой
задаче кручения цилиндра.

На основе нелинейной задачи (2.4) по-
строена каноническая система, состоящая
из уравнений первого порядка, куда неиз-
вестные параметры входят как неизвестные
функции с нулевой производной:

P ′1(r) = P2(r),

F ′1(r) = F2(r),

P ′2(r) = f1,

F ′2(r) = g1,

α′(r) = 0,

β′(r) = 0,

(3.1)

где

f1 = f1
(
P1(r), F1(r), P2(r), F2(r), α(r), β(r), r

)
,

g1 = g1
(
P1(r), F1(r), P2(r), F2(r), α(r), β(r), r

)
и составляется задача Коши с краевыми
условиями

P1(r
0) = P (r0), P2(r

0) = P ′(r0),

F1(r
0) = F (r0), F2(r

0) = F ′(r0),

α(r0) = α0, β(r0) = β0,

(3.2)
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где {α0, β0}— начальное приближение. Неко-
торые рекомендации по выбору начальных
приближений идентифицируемых парамет-
ров даны в [14].

Обозначим решение задачи Коши (3.1)–
(3.3) как {P̃ ′(r), F̃ ′(r), P̃ (r), F̃ (r), α̃(r), β̃(r)}.

Наряду с решением системы (3.1)–(3.3) на
каждом шаге алгоритма требуется решение
системы, линеаризованной в его окрестности.
Эта система получается из (3.1) разложени-
ем неизвестных функций по степеням ε:

P1(r) = P10(r) + εP11(r);

P2(r) = P20(r) + εP21(r);

F1(r) = F10(r) + εF11(r);

F2(r) = F20(r) + εF21(r);

α(r) = α0(r) + εα1(r);

β(r) = β0(r) + εβ1(r).

(3.3)

Собирая коэффициенты при ε1 и под-
ставляя вместо P10(r), P20(r), F10(r), F20(r),
α0(r), β0(r) решение нелинейной задачи, при-
ходим к линеаризованным уравнениям

P ′11(r) = P21(r),

F ′11(r) = F21(r),

P ′21(r) = f2,

F ′21(r) = g2,

α1(r) = 0,

β1(r) = 0.

(3.4)

где

f2 = f2
(
P11(r), F11(r), P21(r), F21(r), α1(r),

β1(r), P̃ ′(r), F̃ ′(r), P̃ (r), F̃ (r), α̃(r), β̃(r), r
)
,

g2 = g2
(
P11(r), F11(r), P21(r), F21(r), α1(r),

β1(r), P̃ ′(r), F̃ ′(r), P̃ (r), F̃ (r), α̃(r), β̃(r), r
)
.

Решение краевой задачи (3.4) определя-
ет коррекцию нелинейного решения задачи
(3.1)–(3.3). Будем отыскивать решение зада-
чи (3.4) в виде

Plin(r) = aPlin1(r) + bPlin2(r), (3.5)

где Plin1(r) — решение системы (3.4) с гра-
ничными условиями

Plin1(r
0) = 0, P ′lin1(r

0) = 0,

Flin1(r
0) = 0, F ′lin1(r

0) = 0,

αlin1(r
0) = 1, βlin1(r

0) = 0,

(3.6)

а Plin2(r) — решение системы (3.4) с гранич-
ными условиями

Plin2(r
0) = 0, P ′lin2(r

0) = 0,

Flin2(r
0) = 0, F ′lin2(r

0) = 0,

αlin2(r
0) = 0, βlin2(r

0) = 1.

(3.7)

Такое представление функций коррекции
возможно в силу линейности системы (3.4).

Решив системы (3.4)–(3.6) и (3.4)–(3.7) и
подставив их решения в (3.5), составляем си-
стему линейных алгебраических уравнений
для определения коэффициентов {a, b} с ис-
пользованием информации о значениях иско-
мой функции в точках

aPlin1(r
1) + bPlin2(r

1) =

= P (r1)− P̃ (r1),

aPlin1(r
2) + bPlin2(r

2) =

= P (r2)− P̃ (r2).

Решив эту систему, находим коррекцию
данного шага итерации{

α1 = α0 + ∆a,

β1 = β0 + ∆b,

и повторяем итерационный процесс. Крите-
рием выхода из итераций служит малая ве-
личина отклонения ∆P функции P (r) от сня-
тых при решении прямой задачи значений
P (r1), P (r2).

4. Численные результаты

4.1. В табл. 1 представлены результаты
расчетов по одновременной идентификации
двух материальных параметров для матери-
ала Блейтца и Ко в случае, когда априорная
информация для обратной задачи предостав-
ляется функцией P (r). Здесь и далее крите-
рий выхода (невязка в заданных точках) при-
нимался равным 10−8 по норме «максимум».

Истинные значения параметров α = 0,5,
β = 0. Было использовано следую-
щее начальное приближение: α0 = 0, 8,
β0 = 0. Полученные значения параметров:
α = 0,42546539, β = 0,01848631.

4.2. В табл. 2 приведены результаты рас-
четов для материала Блейтца и Ко в случае,
когда априорная информация для обратной
задачи предоставляется функцией F (r).

Истинные значения параметров α = 0,5,
β = 0. Начальное приближение α0 = −0,27,
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Таблица 1

№ αi−1 βi−1 ∆a ∆b ∆P

1 0,8 0 −1,27266106 0,19411439 0,12514 · 10−3

2 −0,47266106 0,19411439 0,32374085 −0,06347079 0,33619 · 10−3

3 −0,14892020 0,13064360 0,29066425 −0,05267191 0,12730 · 10−3

4 0,14174405 0,07797170 0,16710409 −0,03219300 0,34160 · 10−4

5 0,30884814 0,04577870 0,07944939 −0,01823670 0,51838 · 10−5

6 0,38829752 0,02754200 0,03221366 −0,00785140 0,63047 · 10−6

7 0,42051119 0,01969060 0,00495420 −0,00120428 0,79640 · 10−7

8 0,42546539 0,01848631 −0,00049895 0,00012580 0,18500 · 10−8

Таблица 2

№ αi−1 βi−1 ∆a ∆b ∆F

1 −0,27 −0,01 1,39247799 −0,45024988 0,93811 · 10−3

2 1,12247799 −0,46024988 −1,95671829 0,77121213 0,86099 · 10−3

3 −0,83424030 0,31096225 0,13470843 −0,00888680 0,90034 · 10−3

4 −0,69953187 0,30207545 0,20701078 −0,04721002 0,34869 · 10−3

5 −0,49252109 0,25486543 0,26564695 −0,07256558 0,13019 · 10−3

6 −0,22687414 0,18229986 0,25965637 −0,06749251 0,51618 · 10−4

7 0,03278223 0,11480735 0,19422318 −0,04786133 0,19407 · 10−4

8 0,22700542 0,066946022 0,11791842 −0,02874694 0,58873 · 10−5

9 0,34492383 0,038199082 0,05934413 −0,01452648 0,14456 · 10−5

10 0,40426796 0,023672605 0,02001782 −0,00490412 0,2888 · 10−6

11 0,42428579 0,018768481 0,00086294 −0,00020204 0,297 · 10−7

12 0,42514873 0,018566436 −0,00014104 0,00003535 0,7 · 10−10

β0 = −0,01. Полученные значения парамет-
ров α = 0,42514873, β = 0,01856644.

4.3. Результаты расчетов для материала
Клоснера-Сегала в случае, когда априорная
информация для обратной задачи предостав-
ляется функцией P (r), отражены в табл. 3.

Истинные значения параметров κ = 0, 1,
β = 0, 5. Начальное приближение κ0 = 0, 2,
β0 = 0. Полученные значения параметров
κ = 0,08320760, β = 0,52774245.

4.4. В табл. 4 — результаты расчетов для
материала Клоснера-Сегала в случае, когда
априорная информация для обратной задачи
предоставляется функцией F (r).

Истинные значения параметров κ = 0,1,
β = 0,5. Начальное приближение κ0 = 0,2,
β0 = 0,8. Полученные значения параметров
κ = 0,09566589, β = 0,48197916.

Выводы

Метод квазилинеаризации позволяет
проводить одновременную идентификацию
нескольких параметров дифференциальных

уравнений, в том числе материальных па-
раметров, в экспериментах с использовани-
ем математических моделей деформирова-
ния нелинейно упругих материалов. Глав-
ное достоинство этого метода заключаются
в сравнительно большой скорости счета и
принципиальной возможности увеличивать
количество идентифицируемых параметров
без значительного роста требуемых машин-
ных ресурсов. Недостатком метода, прежде
всего, является чувствительность к матема-
тическим особенностям исследуемой задачи
и отсюда — к начальному приближению.
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