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РЕШЕНИЕ ОБРАТНОЙ КОЭФФИЦИЕНТНОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ
ДВУМЕРНОЙ ОБЛАСТИ1

Горбашова Е.А.2, Углич П.С.3

ON THE INVERSE PROBLEM SOLUTION FOR TWO-DIMENTIONAL DOMAIN
Gorbashova E.A., Ouglich P. S.

Both direct and inverse problems for antiplane enforced vibrations of the elastic rectangular
bar are considered. Shear modulus and density of the considered body depend on both
coordinates. For the direct problem solving, the finite differenses method is used. It reduses the
direct problem to a linear equations system, which can be solved using the modified tridiagonal
matrix algorithm. The inverse problem of material properties definition using displacement field
data is also considered and redused to the iterative solution of the integral equations sequence.

Keywords: inverse coefficient problems, finite difference method.

Введение

Обратными коэффициентными задачами
теории упругости называют задачи, в ко-
торых требуется определить коэффициенты
дифференциальных операторов по некото-
рой дополнительной информации о решени-
ях, например, по амплитудно-частотным ха-
рактеристикам. Первые обратные коэффи-
циентные задачи были посвящены в первую
очередь проблемам геофизики и сейсмораз-
ведки. Долгие годы эти области знания сти-
мулировали развитие математического аппа-
рата и численных методов в этом направ-
лении. В последние годы область приложе-
ния таких задач постоянно расширяется. Это
проблемы акустического контроля при созда-
нии функционально-градиентных материа-
лов (ФГМ), задачи эластографии в медицин-
ской диагностике мягких тканей, контроль
скорости восстановления костной ткани в ме-
сте перелома, задачи идентификации новых
композиционных материалов сложной струк-
туры, неразрушающего контроля элементов
конструкций.

Задачи о восстановлении скорости звука
с помощью акустического зондирования рас-
сматриваются в [1, 2] и цитируемой там ли-
тературе. В [3] доказана единственность ре-
шения обратной задачи о восстановлении мо-
дуля сдвига в задаче об антиплоских колеба-
ниях ограниченного тела, в статье [4] доказа-
на единственность решения задачи о восста-
новлении плотности. Отметим большое коли-
чество работ, посвященных идентификации
модуля сдвига в биологической ткани (или
эластографии). В частности, в работах [5–7]
излагаются последние результаты исследова-
ний по восстановлению параметров биологи-
ческих тканей из данных ультразвукового ис-
следования.

В настоящей статье рассмотрена задача
об определении переменного модуля сдвига в
прямоугольном образце по данным о волно-
вом поле на части его границы.

1. Постановка задачи

Рассмотрим прямую задачу об установив-
шихся вынужденных колебаниях неоднород-
ного упругого тела, занимающего ограничен-
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ную плоскую область S, в условиях антип-
лоского сдвига.

Поле перемещений имеет вид{
u1 = u2 = 0,
u3 = u(x1, x2)e

−iωt,

где ω — частота колебаний.
Уравнение колебаний запишется

∇ · (µ∇u) + ρω2u = 0, (1.1)

где µ = µ (x1, x2) — модуль сдвига,
ρ = ρ (x1, x2) — плотность материала.

Граничные условия представимы в фор-
ме

l = ∂S = lu ∪ lσ, u|lu = 0,

µ
∂u

∂n

∣∣∣∣
lσ

= p(x),
(1.2)

где n — внешняя нормаль к границе области
S.

2. Обратная задача

Предположим, что известна информация
о перемещениях части границы области и
требуется установить характер распределе-
ния механических характеристик µ или ρ.
Информация, по которой осуществляется ре-
конструкция неизвестных функций, имеет
вид

u|lσ = f(x, ω). (2.1)
Пусть v(x1, x2) — гладкая функция сво-

их переменных, удовлетворяющая главному
граничному условию

v|lu = 0. (2.2)

Умножим уравнение (1.1) на функцию v
и проинтегрируем по площади S∫

S

[
∇ · (µ∇u) + ρω2u

]
vdS = 0. (2.3)

Рассмотрим первое подынтегральное сла-
гаемое

∇ · (µ∇u) v = ∇ · (µ∇uv)− µ∇u · ∇v.

Равенство (2.3) с учётом формулы Грина
принимает вид∫
lσ

µ∇u · nvdl−

−
∫
S

[
µ∇u · ∇v − ρω2uv

]
dS = 0 (2.4)

или∫
S

[
µ∇u · ∇v − ρω2uv

]
dS =

∫
lσ

p(x)vdl. (2.5)

Если v = u, то равенство (2.5) приобретает
вид

∫
S

[
µ∇u · ∇u− ρω2u2

]
dS =

∫
lσ

p(x)udl. (2.6)

Проварьируем равенство (2.6) по перемен-
ным u, µ и ρ

∫
S

[
δµ∇u · ∇u+ 2µ∇u · ∇δu−

− δρω2u2 − 2ρω2uδu
]
dS =

=

∫
lσ

p(x)δudl. (2.7)

Преобразуем подынтегральные слагаемые в
левой части равенства (2.7), содержащие δu
с учётом (1.1)

2µ∇u · ∇δu− 2ρω2uδu =

= 2∇ · (µu∇δu)− 2
[
∇ · (µ∇u) + ρω2u

]
δu =

= 2∇ · (µu∇δu) .

Подставляя последнее равенство в (2.7) с
учётом граничных условий (1.2) получаем

∫
S

[
δµ∇u · ∇u− δρω2u2

]
dS+

+

∫
lσ

p(x)δudl = 0. (2.8)

Вариационное уравнение (2.8) позволяет по-
строить итерационную процедуру для реше-
ния обратной коэффициентной задачи. Пред-
положим, что известна плотность в теле и
требуется найти модуль сдвига. Выбирается
некоторое начальное значение µ0(x) и далее
строится поле перемещений u(0) при µ = µ(0).
Далее, если известно u(0), то функция µ(n)
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должна удовлетворять уравнению следую-
щего вида:∫

S

µ(n)∇u(n−1) · ∇u(n−1)dS+

+

∫
lσ

p(x)
(
p− u(n−1)

)
dl = 0. (2.9)

После решения прямой задачи строится сле-
дующее уравнение для отыскания поправ-
ки к модулю сдвига µ. Прибавляя к модулю
сдвига поправку µ(n), эти действия выпол-
няются пока очередная поправка не станет
меньше определенной величины.

Аналогично может быть рассмотрена за-
дача отыскания неизвестного закона рас-
пределения ρ при известном µ. Итерацион-
ная последовательность интегральных урав-
нений приобретает вид

− ω2

∫
S

ρ(n)
(
u(n−1)

)2
dS+

+

∫
lσ

p(x)
(
p− u(n−1)

)
dl = 0.

3. Решение прямой задачи для
прямоугольника

Предположим, что рассматривае-
мая область имеет вид прямоугольника
[0, b]× [−d, d], левая сторона которого жёстко
закреплена, а к правой приложена нагруз-
ка. Уравнение (1.1) и краевые условия (1.2)
примут вид

∂

∂x1

(
µ
∂u

∂x1

)
+

∂

∂x2

(
µ
∂u

∂x2

)
+

+ ρω2u = 0, (3.1)

u|x1=0 = 0,
∂u

∂x2

∣∣∣∣
x2=±d

= 0,

µ
∂u

∂x1

∣∣∣∣
x1=b

= p(x1).

(3.2)

Решение задачи (3.1)–(3.2) в случае неод-
нородных µ = µ(x1, x2) и ρ = ρ(x1, x2) не
может быть построено в аналитичеком виде.
Воспользуемся методом конечных разностей.
Преобразуем формулы (3.1)–(3.2) с помощью

метода конечных разностей [9]. Осуществим
разбиение прямоугольника на равномерной
сетке. Разобьём отрезок [0, b] на N частей,
а отрезок [−d, d] на M частей. Шаг разби-
ения по оси x1 обозначим h1 = b/N , по оси
x2 — hy = 2d/M .

Приближённые выражения для произ-
водных запишутся в виде

∂u

∂x1
=
ui+1,j − ui−1,j

2hx
,

∂u

∂x2
=
ui,j+1 − ui,j−1

2hy
,

(3.3)

∂

∂x1

(
µ
∂u

∂x1

)
=

∂µ

∂x1

∂u

∂x1
+ µ

∂2u

∂x21
≈

≈ 1

4h2x
(µi+1,j − µi−1,j) (ui+1,j − ui−1,j)+

+
µi,j
h2x

(ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j) , (3.4)

∂

∂x2

(
µ
∂u

∂x2

)
=

∂µ

∂x2

∂u

∂x2
+ µ

∂2u

∂x22
≈

≈ 1

4h2y
(µi,j+1 − µi,j−1) (ui,j+1 − ui,j−1)+

+
µi,j
h2y

(ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1) , (3.5)

1 6 i 6 N, 1 6 j 6M,

∂u

∂x2

∣∣∣∣
x2=±d

=
ui,1 − ui,0

hy
=

=
ui,M+1 − ui,M

hy
= 0, (3.6)

0 6 i 6 N + 1,

∂u

∂x1

∣∣∣∣
x1=b

=
uN+1,j − uN,j

hx
=

pj
µN+1,j

, (3.7)

0 6 j 6M + 1.

В последних формулах

µi,j = µ(xi1, x
j
2), ρi,j = ρ(xi1, x

j
2),

ui,j = u(xi1, x
j
2), xi1 = hxi, xj2 = −d+ hyj.
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Рис. 1. Результаты решения прямой задачи в случае ω = 10000 Гц, µ0 = 1, 2 · 1011 Па,
µ = µ0[1 + 0, 1(x1 − x1x2)]. Нагрузка p(x2) = µ0

Подставляя (3.3)–(3.6) в краевую задачу
(3.1)–(3.2), получаем систему линейных ал-
гебраических уравнений с матрицей блочно-
диагонального вида

C0U0 −B0U1 = F 0,

−AjU j−1 + CjU j −BjU j+1 = F j ,

1 6 j 6M,

−ANUM−1 + CNUM = FM ,

(3.8)

где Cj — трёхдиагональные матрицы с эле-
ментами

Cji,i = ρi,jω
2 − 2

(
1

h2x
+

1

h2y

)
µi,j ,

Cji,i−1 = −
1

4h2x
(µi+1,j − µi−1,j) +

1

h2x
µi,j ,

Cji,i+1 = −C
j
i,i−1,

CjN,N = ρN,jω
2 −

(
1

h2x
+

2

h2y

)
µN,j ,

C0
i,i = ρi,1ω

2 −
(

2

h2x
+

1

h2y

)
µi,1,

C0
N,N = ρ1,1ω

2 −
(

1

h2x
+

1

h2y

)
µ1,1,

CMi,i = ρi,Mω
2 −

(
2

h2x
+

1

h2y

)
µi,M ,

CMN,N = ρN,Mω
2 −

(
1

h2x
+

1

h2y

)
µN,M ,

0 6 i 6 N − 1, 0 < j 6M − 1,

F ji = p(xj2), U ji = ui,j , 0 < i, j 6M.

В (3.8) Aj , Bj — трёхдиагональные мат-
рицы с элементами

Aji,i = −
1

4h2y
(µi,j+1 − µi,j−1) +

1

h2y
µi,j ,

Bj
i,i = −A

j
i,i.

Все остальные элементы матриц Aj , Bj , Cj
и векторов F j (j = 1, . . . , N) равны нулю.
Система (3.8) может быть решена методом
матричной прогонки [9] по формулам

αj+1 =
(
Cj −Ajαj

)−1
Bj , α1 =

(
C0
)−1

B0,

βj+1 =
(
Cj −Ajαj

)−1 (
F j +Ajβj

)
,

β1 =
(
C0
)−1

F 0,

U j = αj+1U
j+1 + βj+1, 0 6 j 6M − 1,

UM = βM+1.
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Рис. 2. Результаты решения прямой задачи в случае ω = 50000 Гц, µ0 = 1, 2 · 1011Па,
µ = µ0(1 + 0, 1x1). Нагрузка p(x2) = µ0

4. Численные результаты решения
прямой задачи

Для того, чтобы убедиться в достоверно-
сти численных результатов решения прямой
задачи, произведено сравнение с результата-
ми, полученными в конечноэлементном паке-
те FlexPDE, а также с известными аналити-
ческими результатами в одномерном случае.
Разница между результатами, полученными
методом матричной прогонки и методом ко-
нечных элементов возрастает с увеличением
частоты и в приведенных примерах не пре-
вышает 10%.

Далее представлены результаты решения
прямой задачи в случае b = 1 м, d = 0, 5 м,
N = M = 16. Плотность считается постоян-
ной и равной ρ = 7800 кг/м3. На рис. 1, 2
изображены результаты расчета амплитуды
перемещения u(x1, x2), найденные при по-
мощи метода матричной прогонки. Слева
на рис. 1, 2 изображены графики функции
u(x1, x2), темный цвет означает меньшее зна-
чение, справа — графики функции u(x1, x2)
на нижней поверхности прямоугольного бру-
са. Сплошная линия соответствует решению,
найденному методом матричной прогонки,
точки — решению, найденному при помощи
пакета FlexPDE.

Кроме того, призведено сравнение с ана-
литическим результатом в случае ω = 0,
µ = const = µ0, p(x2) = const = p0. В этом
случае задача (1.1)–(2.4) имеет аналитиче-

ское решение u(x1, x2) = p0x1/µ
0. Совпаде-

ние результатов оказалось полным.
Далее на рис. 3 представлена амплитудно

частотная характеристика в случае двумер-
ной зависимости вида

µ = µ0
(
1 + η sin

πx1
b

cos
πx2
2d

)
.

5. Обратная задача

При решении обратной задачи нагрузка
считалась заданной в N1 точках ξi, располо-
женных на отрезке [−d, d]. Решение прямой
задачи осуществлялось на M1 частотах, рас-
положенных на отрезке, не содержащем соб-
ственных частот. В приведённых ниже при-
мерах N = M = N1 = M1 = 16. Итерацион-
ный процесс останавливался, когда наиболь-
шее по модулю значение очередной поправки
не становилось меньше ε = 10−4 или количе-
ство итераций не становилось больше некото-
рого заданного количества. В табл. 1 приве-
дены результаты численных экспериментов в
случае

µ = µ0
(
1 + η sin

πx1
b

cos
πx2
2d

)
при различных значениях амплитуды неров-
ности η, а в табл. 2 — результаты численных
экспериментов при µ = µ0 (1 + ηx1).

Результаты проведенных исследований
свидетельствуют о достаточной эффективно-
сти предложенного алгоритма.
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Рис. 3. Амплитудно-частотная характеристика. Сплошная линия — АЧХ при η = 0, пунктир — при
η = 0, 1, квадраты — при η = 1

Таблица 1

Амплитуда неровности Число итераций Погрешность (%) Частотный дипазон
η = 0, 01
η = 0, 1
η = 0, 2
η = 0, 3
η = 0, 4
η = 0, 5

3
5
3
3
3
5

0,076
0,43
0,75
1,67
5,93
0,99

[6250; 17750]
[6250; 17750]
[5750; 18000]
[7500; 19250]
[4750; 18250]
[4000; 18250]

Таблица 2

Амплитуда неровности Число итераций Погрешность (%) Частотный дипазон
η = 0, 01
η = 0, 1
η = 0, 2
η = 0, 3
η = 0, 4
η = 0, 5

6
5
5
3
3
4

0,076
0,21
0,22
0,39
0,34
0,43

[6750; 17750]
[7000; 18000]
[7000; 18500]
[7250; 18750]
[7500; 19250]
[7500; 19500]
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Рис. 4. Результаты решения обратной задачи в случае µ = µ0
(
1 + 0, 1 sin

πx1
b

cos
πx2
2d

)
,

µ = 1, 2 · 1011 Па, ω ∈ [6250, 17750], слева — решение обратной задачи, справа — погрешность между
точным и найденным решением, наибольшая погрешность — 0,436%, достигнута за 5 итераций

Рис. 5. Результаты решения обратной задачи в случае ω ∈ [8250, 19750], µ = µ0 [1 + 0, 2 exp(−x1)],
µ = 1, 2 · 1011 Па, слева — решение обратной задачи, справа — погрешность между точным и

найденным решением, наибольшая погрешность — 0,437%, достигнута за 3 итерации
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