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1. Обозначения и определения

Будем использовать стандартные обозна-
чения C, R, Z для множеств комплексных,
вещественных, целых чисел соответственно.
Нам понадобятся также следующие подмно-
жества этих множеств:

Γ = {ξ ∈ C : |ξ| = 1} ,

D+ = {ξ ∈ C : |ξ| < 1} ,

D− = {ξ ∈ C : |ξ| > 1} ,

Z+ = {k ∈ Z : k > 0} ,

Z− = {k ∈ Z : k < 0} .

Иногда мы будем пользоваться обозначения-
ми D̃±, где D̃+ = D+, D̃− = D− и Z̃±, где
Z̃+ = Z+, Z̃− = Z− ∪ {0}.

Для фиксированного набора

m = (m1,m2) ∈ Z2
+

выделим во множестве всевозможных дву-
мерных последовательностей

S =
{
φ = {φkj}(k,j)∈Z2 , φkj ∈ C

}
подмножество

l {m} =

{
φ ∈ S :

∑
(k,j)∈Z2

(|k|+ 1)m1 (|j|+ 1)m2 |φkj | <∞

}
.

Множество l {m} относительно покоорди-
натных линейных операций и нормы

‖φ‖m,n =
∑

(k,j)∈Z2

(|k|+ 1)m1 (|j|+ 1)m2 |φkj |

является банаховым пространством. Поло-
жим

l {∞,∞} =
⋂

(m1,m2)∈Z2
+

l {m1,m2}

и будем рассматривать l {∞,∞} как счетно-
нормированное пространство с топологи-
ей, порождаемой набором норм ‖•‖m1,m2

,
(m1,m2) ∈ Z2

+. В пространствах l {m},
m = (m1,m2) ∈ Z2

+ ∪ {(∞,∞)} определим
операторы проектирования P±∓ формулами

P±∓

(
{φkj}(k,j)∈Z2

)
=
{
φ̃kj

}
(k,j)∈Z2

,

φ̃kj =

{
φkj , (k, j) ∈ Z+ × Z−
0, (k, j) /∈ Z+ × Z−

Проекторы P±∓ порождают подпростран-
ства

l±∓ {m} = P±∓ (l {m}) ,
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m = (m1,m2) ∈ Z2
+ ∪ {(∞,∞)} .

Определим в пространствах l {m},

m = (m1,m2) ∈ Z2
+ ∪ {(∞,∞)}

операцию свертывания

(φ ∗ ψ)k,j =
∑

(l,s)∈Z2

φk−l,j−sψls.

Лемма 1. Пространства l {m},

m = (m1,m2) ∈ Z2
+ ∪ {(∞,∞)}

являются топологическими алгебрами с еди-
ницей e = {δk0δj0}(k,j)∈Z2 , где δkj — символ
Кронекера.

Элементу φ ∈ l {m} поставим в соответ-
ствие функцию

Φ (ξ1, ξ2) =
∑

(k,j)∈Z2

φkjξ
k
1ξ
j
2,

определенную на торе Γ2. Совокупность всех
таких функций обозначим через Wm

(
Γ2
)
:

Wm

(
Γ2
)

=

{
Φ (ξ1, ξ2) =

∑
(k,j)∈Z2

φkjξ
k
1ξ
j
2 :

∑
(k,j)∈Z2

(|k|+ 1)m1 (|j|+ 1)m2 |φkj | <∞

}
.

Вводя поточечные линейные операции,
превращаем Wm

(
Γ2
)
в линейное простран-

ство. В случае m = (m1,m2) ∈ Z2
+ это про-

странство является банаховым относительно
нормы

|Φ (ξ1, ξ2)|m1,m2
=

=
∑

(k,j)∈Z2

(|k|+ 1)m1 (|j|+ 1)m2 |φkj | .

Если m = (∞,∞), то Wm

(
Γ2
)

есть
счетно-нормированное пространство с топо-
логией, порождаемой набором норм |•|m1,m2

,
(m1,m2) ∈ Z2

+.
Лемма 2. Пространства

Wn

(
Γ2
)
, m = (m1,m2) ∈ Z2

+ ∪ {(∞,∞)}

являются топологическими алгебрами с еди-
ницей.

Соответствие

{φkj}(k,j)∈Z2 7→
∑

(k,j)∈Z2

φkjξ
k
1ξ
j
2

называют преобразованием Лорана и обозна-
чают через L.

Лемма 3. Преобразование Лорана

L : l {m} →Wm

(
Γ2
)

осуществляет топологический изомор-
физм алгебр. При этом, в случае
m = (m1,m2) ∈ Z2

+ , преобразование Лорана
является изометрией.

Нетрудно убедиться в том, что образы
подпространств l±∓ {m} при преобразовании
ЛоранаW±∓m

(
Γ2
)
есть подалгебры топологи-

ческой алгебры

Wm

(
Γ2
)
, m = (m1,m2) ∈ Z2

+ ∪ {(∞,∞)} .

Очевидно, что лишь в алгебреW++
m

(
Γ2
)
име-

ется единица. В связи с этим будем ниже рас-
сматривать также подалгебры

W̃±∓m
(
Γ2
)

= L
(
l̃±∓ {m}

)
,

где

l̃±∓ {m} =

{
φ = {φkj} ∈ l {m} :

φkj = 0, (k, j) /∈ Z̃± × Z̃∓
}
.

По построению каждая из алгебр W̃±∓m
(
Γ2
)

содержит единицу и имеет место вложение

W±∓m
(
Γ2
)
⊆ W̃±∓m

(
Γ2
)
.

2. Двумерные операторы
Винера-Хопфа и Теплица.

Ограниченность

Пусть a = {akj}(k,j)∈Z2 ∈ S. В простран-
стве l++ {m} , m = (∞,∞) будем рассмат-
ривать линейный операторWa, действующий
по формуле

(Waφ)k,j =
∑

(l,s)∈Z2
+

ak−l,j−sφls, (2.1)

(k, j) ∈ Z2
+.

Оператор (2.1) называют двумерным дис-
кретным оператором Винера-Хопфа.

Введем следующие операторы

πr,s : l++ {m} → C;
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πr,s ({φkj}) = φrs, (r, s) ∈ Z2
+

и
π̃r,s : C → l++ {m} ;

π̃r,s (φ) = {φkj} ,

φkj =

{
φ, (k, j) = (r, s) ,
0, (k, j) 6= (r, s) ,

(r, s) ∈ Z2
+.

Каждому оператору

A : l++ {m} → l++ {m} , m = (∞,∞)

поставим в соответствие «двумерную» мат-
рицу

Ã = (ars,ql) , ars,ql = πrsAπ̃ql.

Из определения Ã вытекает, что оператор
A действует по правилу

(A ({φkj}))r,q =
∑

(s,l)∈Z2
+

ars,qlφsl, (r, s) ∈ Z2
+.

Отметим, что, в частности, для оператора
(2.1) ars,ql = ar−s,q−l.

Теорема 1. Оператор

A : l++ {m} → l++ {m} , m = (∞,∞)

ограничен тогда и только тогда, когда по лю-
бым (m1,m2) ∈ Z2

+ найдутся cm1,m2 > 0,
km1,m2 ∈ Z+, lm1,m2 ∈ Z+ так, что элементы
соответствующей ему матрицы Ã удовлетво-
ряют оценке

|ars,ql| 6 cm1,m2 (r + 1)−m1 (s+ 1)km1,m2 ×
× (q + 1)−m2 (l + 1)lm1,m2 .

Следствие. Оператор Винера-
Хопфа Wa ограничен в пространстве
l++ {m} , m = (∞,∞) тогда и только тогда,
когда элементы определяющей этот оператор
последовательности удовлетворяют услови-
ям:

1) ∀ m,n ∈ Z+∃ cm,n > 0 :

|akj | 6 cm,n (k + 1)−m (j + 1)−n ,

(k, j) ∈ Z2
+;

2) ∀ m ∈ Z+∃ cm > 0∃n0 ∈ Z+ :

|akj | 6 cm (k + 1)−m (|j|+ 1)n0 ,

(k, j) ∈ Z+ × Z−;

3) ∀ n ∈ Z+∃ c̃n > 0∃ m0 ∈ Z+ :

|akj | 6 c̃n (|k|+ 1)m0 (j + 1)−n ,

(k, j) ∈ Z− × Z+;

4) ∃ m0, n0 ∈ Z+∃ c > 0 :

|akj | 6 c (|k|+ 1)m0 (|j|+ 1)n0 ,

(k, j) ∈ Z2
−.

Пусть a = {akj}(k,j)∈Z2 — дву-
мерная числовая последовательность, по-
рождающая ограниченный в пространстве
l++ {m} , m = (∞,∞) оператор Винера-
Хопфа.

В пространстве W++
m

(
Γ2
)
, m = (∞,∞)

определим оператор Теплица следующим ра-
венством: Ta = LWaL

−1, где L — дву-
мерное преобразование Лорана. Ясно, что
оператор Ta : W++

m

(
Γ2
)
→ W++

m

(
Γ2
)
,

m = (∞,∞) ограничен тогда и только тогда,
когда порождающая его последовательность
a = {akj}(k,j)∈Z2 удовлетворяет условиям 1),
2), 3), 4). Поставим в соответствие этому опе-
ратору (и оператору Винера-Хопфа) четвер-
ку функций двух комплексных переменных

A±∓ (ξ1, ξ2) =
∑

(k,j)∈Z±×Z∓

αkjξ
k
1ξ
j
2,

определенных на множествах D̃±× D̃∓ соот-
ветственно. Отметим, что для произвольного
ограниченного оператора Теплица некоторые
из этих функций не определены (и, вообще
говоря, не могут быть доопределены) на то-
ре Γ2. В связи с этим символом оператора Tα
(и оператора Винера-ХопфаWa) будем назы-
вать набор из следующих четырех функций:

A (ξ) =
(
A−− (ξ1, ξ2) , A

−+ (ξ1, ξ2) ,

A+− (ξ1, ξ2) , A
++ (ξ1, ξ2)

)
.

Оператор Винера-Хопфа и подобный ему
оператор Теплица изучались в стандарт-
ных банаховых пространствах достаточно
подробно [1–6] М.Б.Городецким в простран-
стве l++ {m}, m = (∞,∞) рассматривались
некоторые частные операторы вида (2.1) с
гладкими символами [7, 8]. Двумерные опе-
раторы Винера-Хопфа и Теплица с разрыв-
ными символами ранее не рассматривались,
хотя потребности практики требуют их изу-
чения. Отметим, что такие операторы воз-
никают при обращении операторов Винера-
Хопфа и Теплица с гладкими аннулирующи-
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мися символами. В этой работе изучены опе-
раторы Винера-Хопфа и Теплица Wa, Ta, об-
ладающие символами

A (ξ) =
(
A−− (ξ1, ξ2) , A

−+ (ξ1, ξ2) ,

A+− (ξ1, ξ2) , A
++ (ξ1, ξ2)

)
,

где лишь одна из компонент отлична от ну-
ля. Рассматриваются также операторы с про-
стейшими однородными разрывными симво-
лами.

3. Нетеровость операторов
Винера-Хопфа и Теплица с

разрывными аналитическими
символами

Поскольку операторы Винера-Хопфа и
Теплица подобны, то будем говорить ниже
лишь об операторе Теплица.

Обозначим через Π±∓
(
Γ2
)

линеалы
функций двух комплексных переменных сле-
дующего вида:

Π±∓
(
Γ2
)

=

=

{
A±∓ (ξ1, ξ2) =

∑
(k,j)∈Z̃2

+

akjξ
±k
1 ξ∓j2 ,

(ξ1, ξ2) ∈ D̃± × D̃±
}
,

предполагая, что коэффициенты {akj} удо-
влетворяют условиям 1), 2), 3), 4) соответ-
ственно. Ясно, что имеют место вложения
W̃µ
m

(
Γ2
)
⊆ Πµ

(
Γ2
)
, µ ∈ {−−,+−,−+,++}.

Это вложение превращается в равенство, ес-
ли µ = (+,+). В остальных случаях вложе-
ния являются строгими. В каждом из мно-
жеств Πµ

(
Γ2
)

введем топологию, индуци-
рованную сильной топологией пространства
EndW++

m

(
Γ2
)
, m = (∞,∞).

Лемма 3. Каждое из топологических
пространств Πµ

(
Γ2
)

является коммутатив-
ной топологической алгеброй с единицей от-
носительно поточечных линейных операций
и операции поточечного умножения, опреде-
ленных в естественных областях определе-
ния.

.. В самом деле, пусть, например,

A (ξ) =
∑

(k,j)∈Z2
+

bkjξ
k
1ξ
−j
2 ∈ Π+− (Γ2

)
B (ξ) =

=
∑

(k,j)∈Z2
+

bkjξ
k
1ξ
−j
2 ∈ Π+− (Γ2

)
.

Тогда на множестве D+×D− определены по-
точечные операции. В частности, определе-
но поточечное произведение A (ξ)B (ξ) и при
этом

A (ξ)B (ξ) =

=
∑

(k,j)∈Z2
+

akjξ
k
1ξ
−j
2

∑
(l,s)∈Z2

+

blsξ
l
1ξ
−s
2 =

=
∑

(p,r)∈Z2
+

cprξ
p
1ξ
−r
2 ,

где

cpr =

p∑
k=0

r∑
j=0

ap−k,r−jbkj .

Отсюда следует, что

|cpr| 6
p∑

k=0

r∑
j=0

|ap−k,r−j | |bkj | 6

6 cm

p∑
k=0

(p− k + 1)−m (k + 1)−m×

×
r∑
j=0

(r − j + 1)n0 (j + 1)n0 ,

(r, p) ∈ Z2
+.

Поскольку при k ∈ [0, p] имеет место нера-
венство

(p− k + 1) (k + 1) > p+ 1,

а при j ∈ [0, r] : (r − j + 1) (j + 1) 6 (r + 1)2,
то продолжая предыдущую оценку, получим

|cpr| 6 cm

p∑
k=0

(p+ 1)−m
r∑
j=0

(r + 1)2n0 6

6 cm (p+ 1)−m+1 (r + 1)2n0+1 ,

(r, p) ∈ Z2
+.

В силу произвольности m ∈ Z+ это означает,
что коэффициенты функции A (ξ)B (ξ) удо-
влетворяют условию 2) и, следовательно,

A (ξ)B (ξ) ∈ Π+− (Γ2
)
.

Таким образом, операция поточечного умно-
жения является внутренней операцией в
Π+− (Γ2

)
. Аксиомы алгебры проверяются

элементарно. /.
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Следствие. Множество ограниченных в
пространстве W++

m

(
Γ2
)
, m = (∞,∞) опера-

торов Теплица с символами вида

A (ξ) =
(
A−− (ξ1, ξ2) , A

−+ (ξ1, ξ2) ,

A+− (ξ1, ξ2) , A
++ (ξ1, ξ2)

)
,

где лишь одна из функций отлична от
тождественного нуля, образует коммутатив-
ную топологическую алгебру топологиче-
ски изоморфную соответствующей алгебре
Π±∓

(
Γ2
)
.

Отметим, что, в частности, условиям 1),
2), 3), 4) удовлетворяет любая последова-
тельность a ∈ l {m} , m = (∞,∞). Нетрудно
видеть, что в этом случае для оператора Tα
традиционно определенный символ

A (ξ1, ξ2) =
∑

(k,j)∈Z2

αkjξ
k
1ξ
j
2 ∈Wm

(
Γ2
)
,

m = (∞,∞)

однозначно задает оператор Теплица. При
этом данное выше определение оператора
Теплица можно заменить обычным

Tα = P++A (ξ1, ξ2)P
++,

P++ = LP++L
−1

и наряду с обозначением Tα пользоваться
обозначением TA, указывая на символ опе-
ратора. Однако ситуация меняется в том
случае, когда символ оказывается разрыв-
ной функцией, что, как показывают приво-
димые ниже примеры, вполне возможно. Де-
ло в том, что иногда функции с различными
аналитическими особенностями суммируют-
ся к функциям, почти всюду совпадающим
на торе Γ2, но, разумеется, при этом порож-
дают разные ограниченные в пространстве
W++
m

(
Γ2
)
, m = (∞,∞) операторы Теплица.

Поясним это следующим примером.
Функции

A+− (ξ1, ξ2) =
∑
k∈Z+

(
ξ1ξ
−1
2

)k
=
(
1− ξ1ξ−12

)−1
,

(ξ1, ξ2) ∈ D+ ×D−,

A−+ (ξ1, ξ2) =

= −
∑
k∈Z+

(
ξ−11 ξ2

)k+1
=
(
1− ξ1ξ−12

)−1
,

(ξ1, ξ2) ∈ D− ×D+,

разумеется, порождают различные ограни-
ченные операторы Теплица, но, очевидно, их
продолжения на Γ2, почти всюду на торе сов-
падают. Отметим, что четверки функций, о
которых речь шла выше, для этого приме-
ра имеют вид (0, 0, A+−, 0) и (0, A−+, 0,0) со-
ответственно, и, конечно, являются разны-
ми. Из сказанного следует, что классические
определение TA = P++A (ξ1, ξ2)P

++ и обо-
значение TA, вообще говоря, некорректны в
случае пространства W++

m

(
Γ2
)
, m = (∞,∞).

Тем не менее, условимся для краткости поль-
зоваться записью вида TA,N , указывая на ме-
сто в четверке для функции A в тех слу-
чаях, когда эта функция может быть ана-
литически продолжена в одну из областей
D±×D±. Например, запись TA,2 будет озна-
чать, что речь идет об операторе Теплица с
символом (0, A, 0,0). Если же мы будем го-
ворить о символе такого оператора, то усло-
вимся вместо четверки функций писать для
краткости (A)µ,µ ∈ {−−,+−,−+,++}.

Теорема 2. Пусть A (ξ) ∈ Π±∓
(
Γ2
)
.

Тогда для оператора Теплица с символом
(A (ξ))±∓ следующие условия эквивалентны:

1) оператор TA,N : W++
m

(
Γ2
)
→W++

m

(
Γ2
)
,

m = (∞,∞) нетеров,
2) оператор TA,N : W++

m

(
Γ2
)
→W++

m

(
Γ2
)
,

m = (∞,∞) обратим,
3) символ оператора A (ξ) обратим в ал-

гебре Π±∓
(
Γ2
)
.

В нижеследующих примерах описывается
поведение простейших операторов Теплица с
разрывными символами.

Пример 1. Пусть

A (ξ) =
((

1− t0ξ1ξ−12

)−1)
+−

, t0 ∈ Γ.

Тогда оператор

TA,3 : W++
m

(
Γ2
)
→W++

m

(
Γ2
)
, m = (∞,∞)

ограничен и обратим. При этом обратным к
нему является оператор T1−t0ξ1ξ−1

2
.

В самом деле, поскольку((
1− t0ξ1ξ−12

)−1)
+−

=
∑
k∈Z+

(
t0ξ1ξ

−1
2

)k
,

(ξ1, ξ2) ∈ D+ ×D−,
то последовательность a = {akj}(k,j)∈Z2 , в
данном случае имеет вид

akj =

{
tk0, (k, j) ∈ {j = −k, k ∈ Z+} ,
0, (k, j) /∈ {j = −k, k ∈ Z+} ,
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Ясно, что эта последовательность удо-
влетворяет условиям теоремы 1 и, сле-
довательно, рассматриваемый оператор
ограничен. С другой стороны, функция((

1− t0ξ1ξ−12

)−1)
+−

обратима в алгебре

Π+− (Γ2
)
и обратной к ней является функция

1− t0ξ1ξ−12 ∈ W̃+−
m

(
Γ2
)
⊂ Π+− (Γ2

)
.

Согласно теореме 2 оператор Теплица

TA,3 : W++
m

(
Γ2
)
→W++

m

(
Γ2
)
, m = (∞,∞)

обратим и обратным к нему служит оператор

T1−t0ξ1ξ−1
2

:

T1−t0ξ1ξ−1
2
TA,3 = TA,3T1−t0ξ1ξ−1

2
=

= TA(1−t0ξ1ξ−1
2 ) = I.

Пример 2. Пусть

A (ξ) =
((

1− t0ξ1ξ−12

)−1)
−+

, t0 ∈ Γ.

Тогда оператор

TA,2 : W++
m

(
Γ2
)
→W++

m

(
Γ2
)
, m = (∞,∞)

обобщенно обратим и имеет бесконечномер-
ные ядро и коядро.

Действительно, оператор TA,2 можно
представить в виде

TA,2 = TÃ,2Tξ−1
1 ξ2

,

Ã (ξ) = −t−10

((
1− t−10 ξ−11 ξ2

)−1)
−+

,

причем операторы TÃ,2, Tξ−1
1 ξ2

коммутиру-
ют. Как и в примере 1, оператор TÃ,2 обра-
тим, поэтому

kerTA,2 = kerTξ−1
1 ξ2

,

cokerTA,2 = cokerTξ−1
1 ξ2

.

Пример 3. Пусть

A (ξ) =
(

(1− t0ξ1ξ2)−1
)
++

, t0 ∈ Γ.

Тогда оператор

TA,4 : W++
m

(
Γ2
)
→W++

m

(
Γ2
)
, m = (∞,∞)

неограничен.

В самом деле, нетрудно видеть, что по-
следовательность a = {akj}(k,j)∈Z2 , порожда-
ющая рассматриваемый оператор, имеет вид

akj =

{
tk0, (k, j) ∈ {j = k, k ∈ Z+} ,
0, (k, j) /∈ {j = k, k ∈ Z+} ,

Очевидно, эта последовательность не удовле-
творяет условиям 1), 2), 3), 4).

Пример 4. Пусть

A (ξ) =
(

(1− t0ξ1ξ2)−1
)
−−

, t0 ∈ Γ.

Тогда оператор
TA,1 : W++

m

(
Γ2
)
→W++

m

(
Γ2
)
, m = (∞,∞)

ограничен и обратим, при этом обрат-
ным к нему оператором является оператор
T1−t0ξ−1

1 ξ−1
2
.

4. Об одном классе операторов
Винера-Хопфа и Теплица

.
В этом параграфе в пространстве

W++
m

(
Γ2
)
, m = (∞,∞) мы рассматриваем

всевозможные операторы Теплица (а, сле-
довательно, и Винера-Хопфа), порождаемые
однородной функцией

A (ξ) =
(
α−1,1ξ

−1
1 ξ12 + α00 + α1,−1ξ1ξ

−1
2

)−1
,

α−1,1 6= 0, α1,−1 6= 0

двух комплексных переменных (ξ1, ξ2) ∈ Γ2.
Вообще говоря, эта функция имеет раз-

рывы на торе Γ2, которые могут быть опи-
саны следующим образом. Не ограничивая
общности, всюду ниже будем считать, что
α−1,1 = 1. Функции

(A (ξ))−1 = ξ−11 ξ12 + α00 + α1,−1ξ1ξ
−1
2

сопоставим тригонометрический полином
p (t) = t+α00 +α1,−1t

−1 и через t1, t2 обозна-
чим корни этого полинома. Нетрудно видеть,
что имеет место следующее представление

(A (ξ))−1 =
(
ξ1ξ
−1
2 − t1

) (
1− ξ−11 ξ2t2

)
.

Ясно, что, если хотя бы один из корней t1, t2
лежит на окружности Γ, то функция A (ξ)
имеет на торе Γ2 разрывы и является по-
точечным произведением рассмотренных в
примерах 1, 2 функций. В работе [9] пока-
зана, что в счетно-нормированных простран-
ствах функций, гладких по одной из пере-
менных, во множестве символов ограничен-
ных операторов Теплица может быть введе-
на структура топологической алгебры. При
этом умножение ◦ обладает тем свойством,
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что совпадает с поточечным там, где послед-
нее определено. Оказывается, что ситуация в
пространстве W++

m

(
Γ2
)
, m = (∞,∞) отли-

чается от описанной. Точнее говоря, поточеч-
ное произведение функций (если оно опреде-
лено), порождающих ограниченные операто-
ры Теплица, не обязательно порождает огра-
ниченный оператор Теплица в пространстве
W++
m

(
Γ2
)
, m = (∞,∞) (см. теорему 6).

Отметим, что если tj /∈ Γ, j = 1, 2, то опе-
ратор TA определен в классическом смысле и
имеет место следующее утверждение.

Теорема 3. Если tj /∈ Γ, j = 1, 2, то для
оператора TA : W++

m

(
Γ2
)
→ W++

m

(
Γ2
)
сле-

дующие утверждения равносильны:
1) оператор TA нетеров,
2) оператор TA фредгольмов,
3) оператор TA обратим слева,
4) оператор TA обратим справа,
5) оператор TA обратим,
6) t1 ∈ D+, t2 ∈ D− или t1 ∈ D−, t2 ∈ D+

.. Покажем, что если не выполняется 6),
то dim kerTA = dim cokerTA =∞ и, следова-
тельно, 6) вытекает из любого из условий 1)–
5). Пусть, например, t1 ∈ D+, t2 ∈ D+. Пред-
положим сначала, что t1 6= t2, тогда символ

A (ξ) =
(
ξ−11 ξ+2 α00 + α1,−1ξ1ξ

−1
2

)−1
допускает следующее представление

A (ξ) = (t2 − t1)−1×

×
((

1− t2ξ1ξ−12

)−1 − (1− t1ξ1ξ−12

)−1)
.

Но тогда, полагая c = (t2 − t1)−1, какова бы
ни была функция φ+ (ξ1) ∈W+

∞ (Γ) имеем(
TAφ

+
)

(ξ1, ξ2) =

= сP++

(((
1− t2ξ1ξ−12

)−1−
−
(
1− t1ξ1ξ−12

)−1 )
φ+ (ξ1)

)
=

= с
(
φ+ (ξ1)− φ+ (ξ1)

)
= 0.

Это означает, что в рассматриваемом случае
dim kerTA = ∞. Если t1 = t2, то, нетрудно
видеть, что

A (ξ) =
∑
j∈Z+

αj
(
ξ1ξ
−1
2

)j+1
.

Поэтому (
TAφ

+
)

(ξ1, ξ2) = 0

для любой функции

φ+ (ξ1) ∈W+
∞ (Γ) ,

т.е. и в этом случае

dim kerTA =∞.

Аналогичным образом, убеждаемся, что и

dim cokerTA =∞.

Предположим теперь, что 6) выполне-
но и при этом, для определенности, бу-
дем считать, что t1 ∈ D+, t2 ∈ D−.
Нетрудно проверить, что любую функцию
φ++ (ξ1, ξ2) ∈ W++

m

(
Γ2
)
, m = (∞,∞) можно

единственным образом представить в следу-
ющем виде

φ++ = φ++ (0, 0) + (ξ1 − t1ξ2)φ+1 (ξ1) +

+
(
ξ2 − t−12 ξ1

)
φ+2 (ξ2) +

+ (ξ1 − t1ξ2)
(
ξ2 − t−12 ξ1

)
ψ++ (ξ1, ξ2) ,

где

φ+1 (ξ1) ∈W+
∞ (Γ) , φ+2 (ξ2) ∈W+

∞ (Γ) ,

ψ++ (ξ1, ξ2) ∈W++
m

(
Γ2
)
.

Подставляя это разложение в уравнение(
TAφ

++
)

(ξ1, ξ2) = f++ (ξ1, ξ2) ,

получим(
1− t1t−12

)−1
φ++ (0, 0) + ξ1φ

+
1

+ (ξ1) + ξ2φ
+
2 (ξ2) + ξ1ξ2ψ

++ (ξ1, ξ2) =

= −t2f++ (ξ1, ξ2) .

Отсюда следует, что

φ++ (0, 0) = (t1 − t2) f++ (0, 0) ,

φ+1 (ξ1) = −t2ξ−11

(
f++ (ξ1, 0)− f++ (0, 0)

)
,

φ+2 (ξ2) = −t2ξ−12

(
f++ (0, ξ2)− f++ (0, 0)

)
,

ψ++ (ξ1, ξ2) =

= −t2ξ−11 ξ−12

(
f++ (ξ1, ξ2)− f++ (ξ1, 0)−
− f++ (0, ξ2) + f++ (0, 0)

)
.

Это означает, что при любой правой части
уравнение(

TAφ
++
)

(ξ1, ξ2) = f++ (ξ1, ξ2)
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имеет единственное решение в пространстве
W++
m

(
Γ2
)
, m = (∞,∞). Таким образом, из

условия 6) вытекает 5), а, следовательно, и
каждое из утверждений 1), 2), 3), 4). /.

Замечание. Утверждения теоремы, ра-
зумеется, остаются справедливым и в про-
странствах L++

p

(
Γ2
)
,1 < p < ∞, но в этом

случае они являются следствиями одного
утверждения Л.И. Сазонова [10]. Однако тео-
рема 3 переносится и на случай символов
вида A (ξ) =

(
p
(
ξ1ξ
−1
2

))−1, где p (t) — про-
извольный тригонометрический полином и в
таком виде уже не вытекает из [10]. Отме-
тим, что приведенные в теореме построения
при решении уравнения(

TAφ
++
)

(ξ1, ξ2) = f++ (ξ1, ξ2)

позволяют получить конструкцию обратного
оператора.

Разумеется, для произвольных символов
ограниченных операторов Теплица

A (ξ) =
(
A−− (ξ1, ξ2) , A

−+ (ξ1, ξ2) ,

A+− (ξ1, ξ2) , A
++ (ξ1, ξ2)

)
операция умножения неопределена. Тем не
менее, для некоторых пар символов опера-
ция умножения ◦ может быть введена. Опи-
шем один из возможных способов определе-
ния умножения ◦.

Пусть a = {akj}(k,j)∈Z2
+
— двумерная по-

следовательность. Положим

a (n) = {akj (n)}(k,j)∈Z2
+
,

akj (n) =

{
akj , (k, j) ∈ [−n, n]× [−n, n],
0, (k, j) /∈ [−n, n]× [−n, n].

Символ оператора Теплица, порожденно-
го последовательностью α (n) обозначим че-
рез An (ξ). Ясно, что An (ξ) ∈ Wm

(
Γ2
)
для

всех n ∈ Z+.
Предположим, что последовательности

α = {αkj}(k,j)∈Z2
+

и β = {βkj}(k,j)∈Z2
+

порождают ограниченные операторы Теп-
лица, а An (ξ) , Bn (ξ) последовательности
тригонометрических полиномов, построен-
ные выше.

Положим по определению

An (ξ) ◦Bn (ξ) = An (ξ)Bn (ξ) .

Если последовательность Tα(n)∗β(n) сходится
в смысле топологии EndW++

m

(
Γ2
)
к опера-

тору Теплица Tγ , то положим

A (ξ) ◦B (ξ) = C (ξ) ,

где C (ξ) — символ оператора Tγ . При выпол-
нении описанных условий будем также поль-
зоваться записью

A (ξ) ◦B (ξ) = lim
n→∞

An (ξ) ◦Bn (ξ) .

Теорема 4. Пусть

(A (ξ))−1 =
(
1− t1ξ1ξ−12

) (
1− t2ξ−11 ξ2

)
,

где t1 ∈ Γ, а t2 ∈ D+. Тогда определено каж-
дое из произведений(

1− t1ξ1ξ−12

)−1
+− ◦

(
1− t2ξ−11 ξ2

)−1
,(

1− t1ξ1ξ−12

)−1
−+ ◦

(
1− t2ξ−11 ξ2

)−1
,

совпадающие на торе Γ2 с поточечным про-
изведением. Оператор Теплица с символом(

1− t1ξ1ξ−12

)−1
+− ◦

(
1− t2ξ−11 ξ2

)−1
ограничен и обратим в пространстве
W++
m

(
Γ2
)
, m = (∞,∞), а оператор Тепли-

ца с символом(
1− t1ξ1ξ−12

)−1
−+ ◦

(
1− t2ξ−11 ξ2

)−1
ограничен в пространстве W++

m

(
Γ2
)
,

m = (∞,∞), является обобщенно обрати-
мым и имеет бесконечномерные дефектные
подпространства.

.. Проверка того, что каждое из ука-
занных в формулировке теоремы произведе-
ний определено элементарна. Утверждение
об операторе Теплица с символом(

1− t1ξ1ξ−12

)−1
+− ◦

(
1− t2ξ−11 ξ2

)−1
доказывается так же, как и аналогичное
утверждение в теореме 3. Символ(

1− t1ξ1ξ−12

)−1
−+ ◦

(
1− t2ξ−11 ξ2

)−1
допускает следующее представление(

1− t1ξ1ξ−12

)−1
−+ ◦

(
1− t2ξ−11 ξ2

)−1
=

= −t1ξ−11 ξ2
∑
k∈Z+

t−k1

(
ξ−11 ξ2

)k (
1− t2ξ−11 ξ2

)−1
,

(ξ,1ξ2) ∈ D
− ×D+.
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Тогда имеет место равенство

TA = TÃTξ−1
1 ξ2

,

где TÃ оператор Теплица с символом

−t1
∑
k∈Z+

t−k1

(
ξ−11 ξ2

)k (
1− t2ξ−11 ξ2

)−1
.

Этот оператор обратим в пространстве
W++
m

(
Γ2
)
, m = (∞,∞) и коммутирует с

оператором Tξ−1
1 ξ2

, при этом

T−1
Ã

= −t−11 T(1−t1ξ−1
1 ξ2)T(1−t2ξ−1

1 ξ2),

поэтому обобщенным обратным к оператору
TA = TÃTξ−1

1 ξ2
является оператор

T−1A =
(
TÃ
)−1

Tξ1ξ−1
2
./

Теорема 5. Пусть

(A (ξ))−1 =
(
1− t1ξ1ξ−12

) (
1− t−12 ξ−11 ξ2

)
,

где t1 ∈ Γ, а t2 ∈ D−. Тогда определено каж-
дое из произведений(

1− t1ξ1ξ−12

)−1
+− ◦

(
1− t−12 ξ−11 ξ2

)−1
,(

1− t1ξ1ξ−12

)−1
−+ ◦

(
1− t−12 ξ−11 ξ2

)−1
,

совпадающие на торе Γ2 с поточечным про-
изведением. Оператор Теплица с символом(

1− t1ξ1ξ−12

)−1
+− ◦

(
1− t−12 ξ−11 ξ2

)−1
ограничен и обратим в пространстве
W++
m

(
Γ2
)
, m = (∞,∞), а оператор Теплица

с символом(
1− t1ξ1ξ−12

)−1
−+ ◦

(
1− t−12 ξ−11 ξ2

)−1
ограничен в пространстве W++

m

(
Γ2
)
,

m = (∞,∞) является обобщенно обрати-
мым и имеет бесконечномерные дефектные
подпространства.

.. Теорема доказывается так же, как и
предыдущая теорема. /.

Теорема 6. Пусть

(A (ξ))−1 =
(
1− t1ξ1ξ−12

) (
1− t−12 ξ−11 ξ2

)
,

где t1, t2 ∈ Γ. Тогда произведение(
1− t1ξ1ξ−12

)−1
+− ◦

(
1− t−12 ξ−11 ξ2

)−1
−+

неопределено.
.. Предположим сначала, что t1 6= t−12 .

Если допустить, что произведение(
1− t1ξ1ξ−12

)−1
+− ◦

(
1− t−12 ξ−11 ξ2

)−1
−+

определено, то существует

lim
n→∞

Tα(n)∗β(n)φ
++

для любой функции φ++ ∈W++
m

(
Γ2
)
. Но то-

гда существует и

π00

(
lim
n→∞

Tα(n)∗β(n)φ
++
)

=

= lim
n→∞

π00
(
Tα(n)∗β(n)φ

++
)

для функции φ++ (ξ1, ξ2) = 1. Поскольку в
рассматриваемом случае

A (ξ) =
(
1− t1ξ1ξ−12

)−1
+− =

∑
k∈Z+

tk1ξ
k
1ξ
−k
2 ,

B (ξ) =
(
1− t−12 ξ−11 ξ2

)−1
−+ =

∑
j∈Z+

t−j2 ξ−j1 ξj2,

то

An (ξ) =

n∑
k=0

tk1ξ
k
1ξ
−k
2 , Bn (ξ) =

n∑
j=0

t−j2 ξ−j1 ξj2.

Поэтому

π00
(
Tα(n)∗β(n)φ

++
)

=

= π00

 n∑
k=0

tk1ξ
k
1ξ
−k
2

n∑
j=0

t−j2 ξ−j1 ξj2

 =

=
1−

(
t1t
−1
2

)n+1

1− t1t−12

.

Ясно, что предел

lim
n→∞

1−
(
t1t
−1
2

)n+1

1− t1t−12

не существует. Аналогичное вычисление в
случае t1 = t−12 приводят к тому, что для

φ++ (ξ1, ξ2) = 1 π00
(
Tα(n)∗β(n)φ

++
)

=

= π00

 n∑
k=0

tk1ξ
k
1ξ
−k
2

n∑
j=0

t−j1 ξ−j1 ξj2

 = n.

/.
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