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Излагаются теоретические основы иссле-
дования поведения многослойных пластин,
имеющих трещины, имитирующие разломы
или дефекты.

Задачи такого рода возникают в сейсмо-
логии при моделировании разломов различ-
ных типов в слоистых геологических струк-

турах, в машиностроении и авиастроении
при изучении состояния покрытий материа-
лов, а также при строительстве современных
сооружений из композиционных тонкостен-
ных конструкций.

Различные подходы к решению таких за-
дач приводятся в ряде отечественных и зару-
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бежных работ [1–5], в частности, излагаются
подходы, использующие метод блочного эле-
мента [6–12]. Однако для ряда граничных за-
дач теории трещин с простыми границами,
несмотря на универсальность, метод блочно-
го элемента оказывается технически слож-
ным. Этот метод целесообразно использовать
при решении граничных задач со сложными
условиями сопряжения границ трещин и из-
меняющимися свойствами на их берегах, где
возникает необходимость введения внешнего
анализа, автоморфизма и построения псев-
додифференциальных уравнений [6,11,12]. В
более простых случаях для трещин с плоски-
ми и прямолинейными границами целесооб-
разно использовать упрощенный метод блоч-
ного элемента с применением элементов то-
пологического подхода, изложенного в [12].
Такой подход демонстрируется в настоящей
работе.

1. Рассмотрим покрытие, описываемое
граничной задачей для двух пластин в кон-
такте с трехмерной подложкой, в качестве
простейшей модели разноразмерной блочной
структуры. Примем нижнюю неограничен-
ную пластину бездефектной, а верхнюю —
состоящей из разнотипных контактирующих
при некоторых граничных условиях фраг-
ментов в виде полуплоскостей.

Две пластины Кирхгофа могут служить
простейшей моделью литосферной плиты,
состоящей из частей горизонтально ориенти-
рованных блоков-пластин и содержащей бес-
конечный разлом.

Сохраним традиционные в тео-
рии пластин обозначения перемещений
u = {u1, u2, u3} и механических парамет-
ров [4, 5, 12]. Ниже u1, u2 — перемещения
точек пластин по горизонтальным направле-
ниям срединной поверхности, u3 — по норма-
ли к ней. Тогда уравнения движения пластин
в случае установившегося с частотой ω ре-
жима колебаний принимают вид

Rb (∂x1,∂x2)ub − ε5bgb = ε5btb. (1)

Здесь [12]

Rb (∂x1, ∂x2)ub =

ψ11u1b ψ12u2b 0
ψ12u1b ψ22u2b 0

0 0 ψ33u3b

 ,

ψ11 =
∂2

∂x21
+ ε1b

∂2

∂x22
+ ε4b, ψ12 = ε2b

∂2

∂x1∂x2
,

ψ22 =
∂2

∂x22
+ ε1b

∂2

∂x21
+ ε4b,

ψ33 = ε3b

(
∂4

∂x41
+ 2

∂2

∂x21

∂2

∂x22
+

∂4

∂x42

)
+ ε4b,

где

ε1b = 0,5 (1− νb) , ε2b = 0,5 (1 + νb) ,

ε3b =
h2b
12
, ε4b = ω2ρb

1− ν2b
Eb

, ε5b =
1− ν2b
Ebhb

,

g1b = µb

(
∂u1b
∂x3

+
∂u3b
∂x1

)
,

g2b = µb

(
∂u2b
∂x3

+
∂u3b
∂x2

)
,

g3b = λb

(
∂u1b
∂x1

+
∂u2b
∂x2

+
∂u3b
∂x3

)
+ 2µb

∂u3b
∂x3

,

x3 = 0.

Тогда

Rb (−iα1,−iα2)Ub =

= −

ξ11U1b ξ12U2b 0
ξ12U1b ξ22U2b 0

0 0 −ξ33U3b

 ,

Ub = F2ub, Gb = F2gb, b = 1, 2, . . . , B,

ξ11 = α2
1 + ε1bα

2
2 − ε4b, ξ12 = ε2bα1α2,

ξ22 = α2
2+ε1bα

2
1−ε4b, ξ33 = ε3b

(
α2
1 + α2

2

)2
+ε4b.

Выше для пластин приняты обозначения:
λ,µ — параметры Ламе, ν —коэффициент
Пуассона, E — модуль Юнга, h — тол-
щина, ρ — плотность; gb = {g1b, g2b, g3b},
tb = {t1b, t2b, t3b} — соответственно векторы
контактных напряжений и внешних давле-
ний, действующих вдоль оси x3 в области Ωb;
F2 ≡ F2 (α1, α2) — двумерный оператор пре-
образования Фурье.

Разнообразные граничные условия дик-
туются типом частей границ каждого блока.
Так, при принятых обозначениях граничные
условия для случая шарнирного отпирания
в зоне контакта, т.е. свободного вращения на
границе вокруг оси x1, имеют вид

M = −D
(
∂2u3
∂x21

+ ν
∂2u3
∂x22

)
= 0,

D =
Eh2

12 (1− ν2)
,

(2)

где M — величина изгибающего момента,
D — жесткость пластины.
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Для случая, когда края пластины могут
свободно смещаться вдоль оси x3, граничное
условие запишется

Q = −D
(
∂3u3
∂x32

+ (2− ν)
∂3u3
∂x21∂x2

)
= 0, (3)

где Q — величина поперечной силы.
В случае жесткого защемления необходи-

мо потребовать, чтобы смещения в направле-
нии осей были равны нулю

uk = 0, k = 1, 2, 3. (4)

Для запрещения поворота срединной плоско-
сти вокруг оси x1 следует потребовать вы-
полнения условия

∂u3
∂x2

= 0. (5)

Выражения для нормальной и касательной
составляющих напряжений на границе дают-
ся соответственно соотношениями

Nx2 =
E

1− ν2

(
∂u2
∂x2

+ ν
∂u1
∂x1

)
,

Tx1x2 =
E

2 (1 + ν)

(
∂u2
∂x1

+
∂u1
∂x2

)
.

В качестве деформируемого основания —
подложки, на которой находятся пластины–
покрытия, описываемые системой (1), мож-
но принимать различные модели. Это мо-
гут быть деформируемое полупространство,
слой, многослойное полупространство, в том
числе анизотропное, вязкоупругие среды.
Также может быть использовано основание
Винклера. Во всех перечисленных случаях
соотношения между напряжениями gkb и пе-
ремещениями ukb (k = 1, 2, 3) на поверхности
среды имеют вид

u (x1, x2, x3) =
1

4π2

∞∫
−∞

∞∫
−∞

K (α1, α2, x3)×

×G (α1, α2) e
−i〈α,x〉dα1dα2, (6)

K = ‖Kmn‖3m,n=1 , 〈α,x 〉 = α1x1 + α2x2,

K (α1, α2, 0) = O
(
A−1

)
,

A =
√
α2
1 + α2

2 →∞, Kmn (α1, α2, x3)

— аналитические функции двух комплекс-
ных переменных αk (k = 1, 2), в частности,

мероморфные, их многочисленные примеры
приведены в [13–15].

Соотношения (6) называются функция-
ми влияния. В тех случаях, когда уравне-
ния, описывающие поведение среды основа-
ния, известны, элементы матрицы-функции
K (α1, α2, 0) удается вычислить. Когда таких
уравнений нет — функции влияния могут
быть получены экспериментально.

2. В качестве примера рассмотрим ска-
лярный случай вертикальных колебаний
пластин, покрывающих полупространство.
Расположим систему координат x1ox2 на
плоскости пластины таким образом, чтобы
ось ox2 была перпендикулярна берегам пря-
молинейной трещины, ось ox1 лежала вдоль
трещины, ось ox3 была бы перпендикуляр-
на плоскости пластины. На берегах неогра-
ниченной трещины задаются некоторые гра-
ничные условия из числа перечисленных вы-
ше. Считаем, что в точке

(
x02, 0

)
правой по-

луплоскости задается вертикальное гармо-
ническое воздействие сосредоточенной силой
Aδ
(
x2 − x02

)
e−iωt.

Обозначим вертикальные перемещения
пластин через u3j (j = 1, 2, 3). Здесь вер-
тикальные смещения правой и левой полу-
плоскостей верхней пластины соответственно
имеют индексы j = 1, 2, индекс j = 3 соот-
ветствует вертикальному смещению нижней
пластины.

Тогда граничная задача описывается сле-
дующей системой уравнений:

R1u31 − E1g1 = b1, x2 > 0, (7)

R2u32 − E2g2 = 0, x2 < 0, (8)

R3u33 = b3, −∞ < x2 <∞, (9)

u33 = u31, x2 > 0,

u33 = u32, x2 < 0,

b3 = −E3g1, x2 > 0,

b3 = −E3g2, x2 < 0.

Здесь всюду −∞ < x1 <∞.
Применив к уравнениям (7)–(9) и гранич-

ным условиям (2)–(5) преобразование Фурье
по параметру x1, приходим к одномерной
граничной задаче по параметру x2, и упро-
стим дальше, положив α0 = 0.

В дальнейшем для упрощения формул у
параметров x2, α2 индексы всюду опущены.
В обозначениях вертикальных перемещений
пластин u3j (j = 1, 2, 3) также опущен пер-
вый индекс.
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Введем следующие обозначения

F−1 (G (α)) =
1

2π

∞∫
−∞

G (α) e−iαxdα = g (x) ,

F+ (g (x)) =

∞∫
0

g (x) eiαxdx,

F− (g (x)) =

0∫
−∞

g (x) eiαxdx.

Рассмотрим уравнение (7), считая, что вхо-
дящие в него функции являются преобразо-
ванием Фурье по параметру x1. Имеем

ε1,3
∂4u1
∂x4

− ε1,4u1 − ε1,5g1 = −ε1,5Aδ
(
x− x0

)
,

x > 0.

Его решение, включая общее решение одно-
родного и частное неоднородного уравнений,
для x > 0 имеет вид

u1 = C1e
−q1x + C2e

iq1x + F−1
(
R−11 B+

1

)
+

+ F−1
(
R−11 E1G

+
1

)
. (10)

Или в преобразованиях Фурье

U+
1 = C̃1

1

α+ iq1
+ C̃2

1

α+ q1
+

+
{
R−11 B+

1

}+
+
{
R−11 E1G

+
1

}+
,

где R1 = ε1,3α
4 − ε1,4, B+

1 = −ε1,5Aeiαx
0 ,

E1 = ε1,5, x0 > 0 — координата точечного ис-
точника, A > 0 — мощность точечного источ-
ника, q1 — положительный вещественный ко-
рень уравнения R1 = 0, C̃j = −iCj (j = 3, 4)

R−11 B+
1 = − ε1,5Ae

iαx0

ε1,3α4 − ε1,4
=

= − ε1,5Ae
iαx0

ε1,3 (α− q1) (α− iq1) (α+ q1) (α+ iq1)
,

{
R−11 B+

1

}+
= R−11 B+

1 −
{
R−11 B+

1

}−
,

{
R−11 B+

1

}−
= − 1

2πi

∫
σ+

R−11 B+
1 (ξ)

ξ − α
dξ =

= − ε1,5A

4ε1,3q31

(
eiq1x

0

α− q1
+
ie−q1x

0

α− iq1

)
,

R−11 E1G
+
1 =

ε1,5G
+
1

ε1,3α4 − ε1,4
=

=
ε1,5G

+
1

ε1,3 (α− q1) (α− iq1) (α+ q1) (α+ iq1)
,

{
R−11 E1G

+
1

}+
= R−11 E1G

+
1 −

{
R−11 E1G

+
1

}−
,

{
R−11 E1G

+
1

}−
= − 1

2πi

∫
σ+

R−11 E1G
+
1 (ξ)

ξ − α
dξ =

=
ε1,5

4ε1,3q31

(
G+

1 (q1)

α− q1
+
iG+

1 (iq1)

α− iq1

)
.

Таким образом,

U+
1 = C̃1

1

α+ iq1
+ C̃2

1

α+ q1
−

− ε1,5Ae
iαx0

ε1,3α4 − ε1,4
+R−11 E1G

+
1 +

+
ε1,5

4ε1,3q31

(
Aeiq1x

0 −G+
1 (q1)

α− q1
+

+ i
Ae−q1x

0 −G+
1 (iq1)

α− iq1

)
.

Рассмотрим уравнение (8)

ε2,3
∂4u2
∂x4

− ε2,4u2 − ε2,5g2 = 0, x < 0.

Его общее решение имеет вид

u2 = C3e
q2x + C4e

−iq2x+

+ F−1
(
R−12 E2G

−
2

)
, (11)

а в образах Фурье

U−2 = C̃3
1

α− iq2
+ C̃4

1

α− q2
+
{
R−12 E2G

−
2

}−
,

где R2 = ε2,3α
4 − ε2,4, E2 = ε2,5, q2 – поло-

жительный вещественный корень уравнения
R2 = 0,

R−12 E2G
−
2 =

ε2,5G
−
2

ε2,3α4 − ε2,4
=

=
ε2,5G

−
2

ε2,3 (α− q2) (α− iq2) (α+ q2) (α+ iq2)
,

{
R−12 E2G

−
2

}−
= R−12 E2G

−
2 −

{
R−12 E2G

−
2

}+
,
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{
R−12 E2G

−
2

}+
=

1

2πi

∫
σ−

R−12 E2G
−
2 (ξ)

ξ − α
dξ =

= − ε2,5
4ε2,3q32

(
G−2 (−q2)
α+ q2

+
iG−2 (−iq2)
α+ iq2

)
.

Таким образом,

U−2 = C̃3
1

α− iq2
+ C̃4

1

α− q2
+R−12 E2G

−
2 +

+
ε2,5

4ε2,3q32

(
G−2 (−q2)
α+ q2

+
iG−2 (−iq2)
α+ iq2

)
.

Рассмотри уравнение (9)

ε3,3
∂4u3
∂x4
−ε3,4u3−ε3,5g3 = b3, −∞ < x <∞.

Применив преобразование Фурье, получим

(
ε3,3α

4 − ε3,4
)
U3 − ε3,5G3 = B3.

Последнее уравнение с учетом условий со-
пряжения с деформируемой подложкой, на-
пример, основанием Винклера и верхними
пластинами принимает вид

G3 =
U3

k3
,

где k3 — коэффициент постели,

U3 = U+
1 + U−2 ,

B3 = −ε3,5
(
G+

1 +G−2
)
.

Тогда

(
ε3,3α

4 − ε3,4 −
ε3,5
k3

)(
U+
1 + U−2

)
=

= −ε3,5
(
G+

1 +G−2
)
.

Из последнего уравнения можно исключить
либо U±(α), либо G±(α). Выберем первый
вариант.

Таким образом, приходим к функцио-
нальному уравнению вида(

C̃1
1

α+ iq1
+ C̃2

1

α+ q1
+

ε1,5
4ε1,3q31

×

×

[
Aeiq1x

0 −G+
1 (q1)

α− q1
+ i

Ae−q1x
0 −G+

1 (iq1)

α− iq1

]
−

−
ε1,5

(
Aeiαx

0 −G+
1

)
ε1,3α4 − ε1,4

+

+ C̃3
1

α− iq2
+ C̃4

1

α− q2
+

ε2,5G
−
2

ε2,3α4 − ε2,4
+

+
ε2,5

4ε2,3q32

[
G−2 (−q2)
α+ q2

+
iG−2 (−iq2)
α+ iq2

])
=

= ε3,5
(
G+

1 +G−2
)
M−13 ,

где M3 =
(
ε3,3α

4 − ε3,4 − ε3,5
k3

)
.

Введя обозначения

M1 =

(
ε1,5
R1

+
ε3,5
M3

)
, M2 =

(
ε2,5
R2

+
ε3,5
M3

)
,

Rj = εj,3α
4 − εj,4 (j = 1, 2) ,

получаем функциональное уравнение в фор-
ме

G+
1 +MG−2 = −M−11

(
C̃1

1

α+ iq1
+

+ C̃2
1

α+ q1
+ C̃3

1

α− iq2
+ C̃4

1

α− q2
−

− ε1,5Ae
iαx0

R1
+

ε1,5
4ε1,3q31

[
Aeiq1x

0 −G+
1 (q1)

α− q1
+

+ i
Ae−q1x

0 −G+
1 (iq1)

α− iq1

]
+

+
ε2,5

4ε2,3q32

[
G−2 (−q2)
α+ q2

+
iG−2 (−iq2)
α+ iq2

])
,

где M = M−11 M2.
Полученное функциональное уравнение

можно назвать нагруженным уравнением
Винера–Хопфа в связи с наличием неиз-
вестных функционалов G+

1 (q1), G+
1 (iq1),

G−2 (−q2), G−2 (−iq2), нуждающихся в допол-
нительном определении.

Факторизуем M в виде произведения
M = M+M− и умножим последнее уравне-
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ние на M−1+ [13–15], получим

M−1+ G+
1 +M−G

−
2 = −M−1+ M−11

(
C̃1

1

α+ iq1
+

+ C̃2
1

α+ q1
+ C̃3

1

α− iq2
+ C̃4

1

α− q2
−

− ε1,5Ae
iαx0

R1
+

ε1,5
4ε1,3q31

[
Aeiq1x

0 −G+
1 (q1)

α− q1
+

+ i
Ae−q1x

0 −G+
1 (iq1)

α− iq1

]
+

+
ε2,5

ε2,34q32

[
G−2 (−q2)
α+ q2

+
iG−2 (−iq2)
α+ iq2

])
.

Обозначив функции, стоящие перед постоян-
ными коэффициентами и функционалами в
правой части этого функционального урав-
нения, через Nmn (α), а функцию внешнего
воздействия — через B (α), последнее урав-
нение можно переписать в виде

M−1+ G+
1 +M−G

−
2 =

=

4∑
r=1

N1r (α) C̃r +N21 (α)G+
1 (q1) +

+N22 (α)G+
1 (iq1) +N23 (α)G−2 (−q2) +

+N24 (α)G−2 (−iq2) +B (α) .

Применив алгоритм решения уравнений
Винера–Хопфа, факторизовав в виде суммы
правую часть функционального уравнения,
приходим к представлениям решений в фор-
ме

G+
1 (α) =

= M+ (α)

[
4∑
r=1

{N1r}+ C̃r + {N21}+G+
1 (q1) +

+ {N22}+G+
1 (iq1) + {N23}+G−2 (−q2) +

+ {N24}+G−2 (−iq2) + {B1}+
]
, (12)

G−2 (α) =

= −M− (α)

[
4∑
r=1

{N1r}− C̃r+{N21}−G+
1 (q1) +

+ {N22}−G+
1 (iq1) + {N23}−G−2 (−q2) +

+ {N24}−G−2 (−iq2) + {B1}−
]
.

Полагая последовательно в первом соотно-
шении (12) α = q1 и α = iq1, а во втором —

α = −q2 и α = −iq2, получим блочную систе-
му алгебраических уравнений для определе-
ния функционаловG±m. Определив их из этой
системы и внеся в правые части (12), полу-
чим соотношения вида

G+
1 (α) =

= M+ (α)

[
4∑
r=1

P+
1r (α) C̃r +B+ (α)

]
, (13)

G−2 (α) = −M− (α)

[
4∑
r=1

P−1r (α) C̃r +B− (α)

]
.

Внеся функции (13) в правые части соотно-
шений (10) и (11), применив обратное преоб-
разование Фурье по параметру α, замененно-
му на α2, получим представление вида

u1 (x2) =

4∑
r=1

n+r (x2) C̃r + b+ (x2) , (14)

u2 (x2) =
4∑
r=1

n−r (x2) C̃r + b− (x2) .

Участвующие в представлении (14) функ-
ции пока зависят от параметра преобразова-
ния Фурье α1, как и соответствующие, пре-
образованные по параметру x1, граничные
условия. Полученные соотношения открыва-
ют возможность изучить влияние большого
разнообразия граничных условий в области
контакта полуплоскостей верхней пластины.
Так, могут быть заданы бесконтактные усло-
вия, описываемые любыми двумя граничны-
ми условиями индивидуально для каждой
пластины из числа (2)–(5). В этом случае ко-
лебания от одной верхней пластины к другой
передаются через нижнюю пластину. Могут
быть также заданы условия контакта, состо-
ящие во взаимодействии берегов трещины в
той или иной комбинации. В общем случае
их будет четыре. Для всех этих случаев из
приведенных систем находятся зависящие от
параметра α1 функции C̃r

(
r = 1, 4

)
.

Резонансные свойства системы покры-
тие – подложка определяются путем иссле-
дования коэффициентов C̃r для различных
типов граничных условий, различных значе-
ний параметров задачи и частоты.

Обращение Фурье по параметру α1 от
функций (14) дает решение первоначально
поставленной граничной задачи.

Замечание. Построенное решение исход-
ной граничной задачи позволяет проследить
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все этапы процесса разрушения трещины –
от первоначально целой верхней пластины до
последующего полного разъединения верх-
ней пластины на две полуплоскости, т.е. ее
разрушения.
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