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Методы построения асимптотических
разложений решений линейных обыкновен-
ных дифференциальных уравнений с боль-
шим параметром, положительные степени
которого служат сомножителями в коэффи-
циентах, восходят к работам Лиувилля 30-х
годов прошлого века. К основоположным ис-
следованиям по этой тематике относятся так
же известные работы Шлезингера, Биркго-
фа, Тамаркина и некоторых других авто-
ров. В настоящее время список работ, посвя-
щённых асимптотическому интегрированию
линейных дифференциальных уравнений с
большим параметром, очень обширен. Одна-
ко работ такого типа, в которых наряду с
большими плавными присутствуют и быст-
ро осциллирующие по времени коэффициен-
ты, очень мало. К ним относятся: работа [1]
(она изложена также в монографии [2]), где
рассматриваются дифференциальные урав-
нения в банаховых пространствах, а также
наши работы [3, 4] для обыкновенных диф-
ференциальных уравнений.Отметим попутно
ещё работы [5–11] об асимптотическом инте-
грировании нелинейных дифференциальных

уравнений с большими быстро осциллирую-
щими (но не плавными) слагаемыми.

Данная статья примыкает к работам [1–
4]. В ней построена и обоснована пол-
ная асимптотика фундаментальной матри-
цы решений системы обыкновенных линей-
ных дифференциальных уравнений с вы-
сокочастотными коэффициентами, старший
матричный коэффициент которой является
жордановой клеткой. При построении фор-
мальной асимптотики использовался метод
асимптотического интегрирования Н.Н. Мо-
исеева [12–14] в обработке Р.Л. Евельсо-
на [14] для аналогичной задачи без высо-
кочастотных членов. Обоснование асимпто-
тик в [12–14] практически отсутствует. В ра-
боте обоснование следует [4], где, в свою
очередь, существенно используется методика
Э.А. Коддингтона – Н. Левинсона [15].

1. Построение формальной
асимптотики

Пусть m — натуральное, T — положи-
тельное число. На участке t ∈ [0, T ] рассмот-
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рим нормальную систему линейных обыкно-
венных дифференциальных уравнений вида

ẋ(t) = ω [µ(t)E + J1] x+

+ ω
1
2 [A(t) + B(t, ωt)] x, ω � 1. (1.1)

Здесь µ(t), t ∈ [0, T ] — непрерывная ком-
плекснозначная функция, A и B — квад-
ратные матрицы порядка m c комплексны-
ми, вообще говоря, коэффициентами, E —
единичная матрица, J1 — первый единич-
ный косой ряд (так что матрица в скобках
при ω в (1.1) — верхняя жорданова клет-
ка порядка m с характеристическим числом
µ(t)). Элементы матриц A и B определены
и непрерывны на множествах t ∈ [0, T ] и
(t, τ) ∈ [0, T ] × [0,∞) соответственно. Мат-
рица B(t, τ) является 2π-периодической по τ
с нулевым средним

〈B(t, τ)〉 :=
1

2π

2π∫
0

B(t, τ)dτ = 0.

По аналогии с [12–14] фундаментальную мат-
рицу решений системы (1.1) будем искать в
виде

X = Λ(ω)
(
U(ω, t) + ω−βV(ω, t, ωt)

)
×

× e
t∫
0

(ωµ(s)E+ωαΦ)ds
, (1.2)

где Λ, U, V и Φ — искомые матрицы, причём
Λ, Φ — диагональные, а элементами матри-
цы V являются 2π-периодические по послед-
нему аргументу τ = ωt функции с нулевыми
средними, α и β — искомые положительные
числа.

В дальнейшем точкой обозначается про-
изводная по t, а штрихом — производная
по τ .

Подставим (1.2) в (1.1) и сократим полу-
ченное равенство на экспоненту

ΛU̇ + ω−βΛV̇ + ω−β+1ΛV
′
+

+ ωαΛ
(
U + ω−βV

)
Φ = ωJ1ΛU+

+ ω−β+1J1ΛV + ω
1
2 AΛU + ω

1
2 BΛU+

+ ω−β+
1
2 AΛV + ω−β+

1
2 BΛV. (1.3)

Следуя [12–14], учтём равенства J1Λ = δΛJ1,
где Λ = diag[1, δ, . . . , δm−1] и положим

δ = ωα−1. Тогда, после умножения (1.3) слева
на Λ−1 получим уравнение

U̇ + ω−βV̇ + ω−β+1V
′
+ ωαUΦ+

+ ω−β+αVΦ = ωαJ1U + ω−β+αJ1V+

+ ω
1
2 Λ−1AΛU + ω

1
2 Λ−1BΛU+

+ ω−β+
1
2 Λ−1AΛV + ω−β+

1
2 Λ−1BΛV. (1.4)

В дальнейшем для любой матрицы по-
рядка m положим [14]

C =
m−1∑
j=1−m

C(j),

где C(j) — матрица порядка m, у которой
j-ая диагональ совпадает с j-ой диагональю
матрицы C, а все остальные элементы равны
нулю.

Воспользуемся разложениями

Λ−1AΛ =
((
δk−iai,k

))
=

m−1∑
j=p

δjA(j),

Λ−1BΛ =
((
δk−ibi,k

))
=

m−1∑
j=q

δjB(j), (1.5)

1−m 6 p, q 6 m− 1.

Будем рассматривать невырожденный слу-
чай [12–14]: p = 1−m.

Применяя к (1.4) операцию усреднения
по τ и учитывая (1.5), получим

U̇ + ωαUΦ = ωαJ1U+

+

m−1∑
j=1−m

ω
1
2
+j(α−1)A(j)U+

+

m−1∑
j=1−m

ω−β+
1
2
+j(α−1) 〈B(j)V

〉
. (1.6)

Здесь B(j) = 0 при j 6 q.
Число α найдём из условия

ωα = ω
1
2
+(1−m)(α−1),

так что α = 2m−1
2m .
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Вычитая из (1.4) (1.6), придём к равен-
ству

ω−βV̇ + ω−β+1V
′
+ ω−β+αVΦ =

= ω−β+αJ1V +

m−1∑
j=1−m

ω
1
2
+j(α−1)B(j)U+

+
m−1∑
j=1−m

ω−β+
1
2
+j(α−1)A(j)V+

+

m−1∑
j=1−m

ω−β+
1
2
+j(α−1) {B(j)V

}
.

Здесь и далее для 2π-периодических матриц
P(τ) используется обозначение

{P(τ)}τ = P(τ)− 〈P(τ)〉 .

Требуя выполнение равенства

ω−β+1 = ω
1
2
+(1−m)(α−1),

найдём β = 1
2m .

Таким образом, если обозначить 2m = k,
фундаментальная матрица (1.2) примет вид

X = Λ(ω)
(
U(ω, t) + ω−

1
kV(ω, t, ωt)

)
×

× e
t∫
0

(
ωµ(s)E+ω

k−1
k Φ(ω,s)

)
ds
, (1.7)

где Λ = diag [1, ω−
1
k , . . . , ω−

m−1
k ]. Положим

далее

U(ω, t) =

∞∑
j=0

ω−
j
kUj(t),

V(ω, t, τ) =
∞∑
j=0

ω−
j
kVj(t, τ),

Φ(ω, t) =
∞∑
l=0

ω−
l
kΦl(t).

Уравнение (1.4) с учётом (1.7) и послед-
них разложений примет вид

∞∑
j=0

ω−
j
k U̇j + ω−

1
k

∞∑
j=0

ω−
j
k V̇j+

+ω
k−1
k

∞∑
j=0

ω−
j
kV

′
j+ω

k−1
k

∞∑
j=0

ω−
j
kUj

∞∑
l=0

ω−
l
kΦl+

+ ω
k−2
k

∞∑
j=0

ω−
j
kVj

∞∑
l=0

ω−
l
kΦl =

= ω
k−1
k J1

 ∞∑
j=0

ω−
j
kUj + ω−

1
k

∞∑
j=0

ω−
j
kVj

+

+

(
k−1∑
d=1

ω
k−d
k A(d−m)+

+

k−1∑
d=1

ω
k−d
k B(d−m)

) ∞∑
j=0

ω−
j
kUj+

+

(
k−1∑
d=1

ω
k−d−1
k A(d−m)+

+

k−1∑
d=1

ω
k−d−1
k B(d−m)

) ∞∑
j=0

ω−
j
kVj . (1.8)

Здесь B(j) = 0 при j 6 q.
Приравняем в (1.8) коэффициенты при

одинаковых степенях ω. Получим цепочку
уравнений, первое из которых (при ω

k−1
k )

имеет вид

V
′
0 + U0Φ0 =

= J1U0 + A(1−m)U0 + B(1−m)U0. (1.9)

Применяя к (1.9) операцию усреднения по τ ,
получим

U0Φ0 =
(
J1 + A(1−m)

)
U0. (1.10)

Так как матрица
(
J1 + A(1−m)

)
имеет раз-

личные характеристические числа [9], то
найдётся матрица T, такая что

T−1
(
J1 + A(1−m)

)
T =

= diag[λ1, λ2, . . . , λm] = S0,

где λi — характеристические числа матрицы(
J1 + A(1−m)

)
. Тогда, умножая (1.10) слева

на T−1 и обозначив

Fj = T−1Uj , (1.11)
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получим уравнение

F0Φ0 = S0F0,

которому удовлетворяют

F0 = E, Φ0 = S0,

а значит U0 = T.
Вычитая из (1.9) (1.10), придём к уравне-

нию
V
′
0 = B(1−m)U0 = B(1−m)T,

которое имеет решение

V0(t, τ) =


τ∫

0

B(1−m)(t, s)ds


τ

T(t).

Следующее равенство при ω
k−2
k имеет вид

V
′
1 + U1Φ0 + U0Φ1 + V0Φ0 =

= J1U1 + J1V0 + A(1−m)U1+

+ A(2−m)U0 + B(1−m)U1+

+ B(2−m)U0 + A(1−m)V0+

+ B(1−m)V0. (1.12)

Для определённости мы здесь считаем, что
m > 2. Применяя к (1.12) операцию 〈· · · 〉,
найдём

U1Φ0 + U0Φ1 = J1U1+

+ A(1−m)U1 + A(2−m)U0 +
〈
B(1−m)V0

〉
.

Умножая последнее выражение слева на T−1

и учитывая обозначение (1.11), придём к ра-
венству

F1S0 − S0F1 = T−1
〈
B(1−m)V0

〉
+

+ T−1A(2−m)T−Φ1. (1.13)

Далее будем использовать представление

F = F̂ + F̃,

где F̂ — диагональная матрица, диагональ-
ные элементы которой совпадают с соот-
ветствующими элементами матрицы F, ле-
жащими на главной диагонали. Из форму-
лы (1.13) следует, что элементы матрицы
F̃1 =

(
f
(1)
ij

)
находятся из соотношений

f
(1)
i,j =

k
(1)
i,j

λj − λi
, i 6= j,

где k
(1)
i,j — элементы известной матрицы

K1 = T−1
〈
B(1−m)V0

〉
+ T−1A(2−m)T. Поло-

жим F̂1 = 0, а Φ1 = K̂1. Зная F1, найдём и
U1.

Применяя к (1.12) операцию {· · · }τ полу-
чим

V
′
1 = J1V0 + B(1−m)U1 + B(2−m)U0+

+ A(1−m)V0 +
{
B(1−m)V0

}
τ
−V0Φ0,

Откуда найдём V1.
Легко видеть, что описанным способом

можно найти Uj , Vj и Φl с любым номером j.

2. Обоснование

В этом пункте для соответствующих ре-
шений системы (1.1) будет обоснована пол-
ная асимптотика.

Введём следующие обозначения:

Ul(t, ω) =

l∑
j=0

ω−
j

2mUj(t),

Vl(t, τ, ω) =
l∑

j=0

ω−
j

2mVj(t, τ),

Φl(t, τ, ω) =
l∑

j=0

ω−
j

2mΦj(t, τ),

где l ∈ N или l = ∞, U∞ ≡ U, V∞ ≡ V; ukl
и vkl — k-тые столбцы матриц Ul и Vl соот-
ветственно,

qk =

t∫
0

(
ωµ(s) + ω

2m−1
2m λk

)
ds,

φkl = ukl + ω−1/2mvkl .

Теорема. Существует ω0 > 0, такое что
при ω > ω0 для каждого k = 1,m найдёт-
ся решение φk системы уравнений (1.1), для
которого при всех целых неотрицательных l
выполняется оценка

sup
t∈[0,T ]

|φk(t)e−qk − φkl (t)| 6
c

ω
l+1
2m

,

где c = c(l) — не зависящая от ω константа.
Доказательство. Так как

Λ
(
U + ω−

1
2mV

)
e

t∫
0

(
ωµ(s)E+ω

2m−1
2m Φ

)
ds
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— формальное асимптотическое разложение
фундаментальной матрицы решений (1.1), то
справедливо формальное равенство

Λ
(
U̇ + ω−

1
2m V̇ + ω

2m−1
2m V

′
)

+

+ Λ
(
U + ω−

1
2mV

)(
ωµ(t)E + ω

2m−1
2m Φ

)
=

= ω (µE + J1) Λ
(
U + ω−

1
2mV

)
+

+ ω
1
2 (A + B) Λ

(
U + ω−

1
2mV

)
. (2.1)

Умножая (2.1) слева на Λ−1, получим

U̇ + ω−
1

2m V̇ + ω
2m−1
2m V

′
+

+ ω
2m−1
2m

(
U + ω

−1
2mV

)
Φ =

= ω
2m−1
2m

(
A(ω, t) + B(ω, τ, t)

) (
U + ω−

1
2mV

)
,

где

A + B = J1 + ω
1−m
2m
(
Λ−1AΛ + Λ−1BΛ

)
.

Для каждого натурального l найдём матрицу
Cl(ω) ≡ Cl, при которой имеет место соотно-
шение

U̇l + ω−
1

2m V̇l + ω
2m−1
2m

(
Vl
)′

+

+ ω
2m−1
2m UlΦl + ω

2m−2
2m VlΦl =

= ω
2m−1
2m Cl

(
Ul + ω−

1
2mVl

)
.

Вычитая последнее равенство из очевидного
соотношения

U̇l + ω−
1

2m V̇l + ω
2m−1
2m

(
Vl
)′

+

+ ω
2m−1
2m UlΦl + ω

2m−2
2m VlΦl =

= ω
2m−1
2m

(
A(ω, t) + B(ω, τ, t)

) (
Ul + ω−

1
2mVl

)
+

+ R1(ω),

где

sup
t∈[0,T ]

‖R1(ω)‖ = O
(
ω

4m−l
2m

)
, ω →∞,

получим

ω
2m−1
2m

(
A + B−Cl

) (
Ul + ω−

1
2mVl

)
= −R1(ω).

Таким образом,

sup
t∈[0,T ]

∥∥A + B−Cl

∥∥ 6 c1ω− 2m−l+1
2m .

Расмотрим уравнение

ẋ−ω
2m−1
2m Clx = ω

2m−1
2m

(
A + B−Cl

)
x. (2.2)

Будем учитывать тот факт, что матрица-
функция

Wl =
(
Ul + ω−

1
2mVl

)
e

t∫
0

(
ωµ(s)E+ω

2m−1
2m Φl

)
ds
≡

≡
(
Ul + ω−

1
2mVl

)
eQ

l(t,ω),

Ql(t, ω) ≡ diag[q1l, q2l, . . . , qml],

является фундаментальной матрицей реше-
ний системы

ẋ− ω
2m−1
2m Clx = 0.

Для любого k, k = 1,m, положим

Ul + ω−
1

2mVl = H1,k + H2,k,

где j-ый столбец матрицы H1,k совпадает с j-
ым столбцом матрицы

(
Ul + ω−

1
2mVl

)
, если

λj − λk < 0, 0 6 t 6 T , а остальные столбцы
H1,k нулевые.

Как известно, некоторое решение (2.2)
представимо в виде

φk(t) =
(
ukl + ω−

1
2mvkl

)
eqk(t,ω)+

+ω
2m−1
2m H1,k

t∫
0

eQ
l(t,ω)−Ql(s,ω)

(
Ul + ω−

1
2mVl

)−1
×

×
(
A + B−Cl

)
φk(s)ds−

−ω
2m−1
2m H2,k

T∫
t

eQ
l(t,ω)−Ql(s,ω)

(
Ul + ω−

1
2mVl

)−1
×

×
(
A + B−Cl

)
φk(s)ds ≡

[
Tω(φk)

]
(t).

(2.3)

Пусть

K1 = H1,ke
Ql(t,ω)−Ql(s,ω)×

×
(
Ul + ω−

1
2mVl

)−1 (
A + B−Cl

)
,

K2 = H2,ke
Ql(t,ω)−Ql(s,ω)×

×
(
Ul + ω−

1
2mVl

)−1 (
A + B−Cl

)
.
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При ω � 1 и 0 6 τ 6 t имеет место неравен-
ство

ω
l

2m

∥∥∥K1e
qk(τ,ω)−qk(t,ω)

∥∥∥ 6 c2,
а при t 6 τ 6 T — неравенство

ω
l

2m

∥∥∥K2e
qk(τ,ω)−qk(t,ω)

∥∥∥ 6 c3,
где c2 и c3 — некоторые не зависящие от t, τ
и ω постоянные.

Покажем, применяя метод последова-
тельных приближений, что интегральное
уравнение (2.3) имеет решение. Рассмотрим
итерации, определяемые соотношениями

φks+1 = Tω(φks), s = 0, 1,

φk0 = 0.

Уравнение (2.3) в результате замены пере-
менных

ψks(t) = φkse
−qkl(t),

перепишем в виде

ψks+1 =
(
uks + ω−

1
2m vks

)
+

+ ω
2m−1
2m

t∫
0

K1e
qkl(τ)−qkl(t)ψks(τ)ds−

− ω
2m−1
2m

T∫
t

K2e
qkl(τ)−qkl(t)ψks(τ)ds. (2.4)

Для больших ω, очевидно, имеем∣∣∣ψks+1(t)−ψks(t)
∣∣∣ 6

6
T (c2 + c3)

ω
l−1−2m

2m

max
t∈[0,T ]

∣∣∣ψks(t)−ψks−1(t)∣∣∣ .
Если при t ∈ [0, T ] выполняется оценка∣∣∣ukl (t)− ω− 1

2mvkl (t)
∣∣∣ 6 c0

и ω0 настолько велико, что при ω > ω0 имеет
место неравенство

T (c2 + c3) 6
1

2
ω

2m−l−1
2m ,

то ∥∥∥ψks+1(t)−ψks(t)
∥∥∥ 6 c0

2s
.

Отсюда следует равномерная сходимость по-
следовательности φks к пределу φk, который

является решением интегрального уравнения
(2.3).

Переходя в (2.4) к пределу при s → ∞,
находим оценку∥∥∥ψk − (ukl + ω−

1
2mvkl

)∥∥∥ 6 2cT

ω
l+1−2m

2m

,

c = max(c2, c3).

В силу неравенства треугольника и оценок,
находим∥∥∥ψk − (ukl + ω−

1
2mvkl

)∥∥∥ 6
6
∥∥∥ψk − (ukl+2m + ω−

1
2m vkl+2m

)∥∥∥+

+
∥∥∥(ukl+2m + ω−

1
2m vkl+2m

)
−
(
ukl + ω−

1
2mvkl

)∥∥∥ 6
6 cω−

l+1
2m .

�
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