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The work states a problem aimed to identify the zones of stress build-up in the lithosphere plates.
The approach is based on carrying out detailed research of the lithosphere plate structure using vibro-
seismic equipment and the subsequent solution of continuum mechanics problems dealing with stress
build-up. To obtain the required data, special mathematical tools have been developed.

Известно, что исследование сейсмических
событий включает в себя изучение процесса
нарастания сейсмичности, процесса разрядки
упругой энергии, сопровождающейся разру-
шением литосферных плит, и результата по-
следействия землетрясения — исследования
разломов и деформаций, которые при этом
образовались [1–5].

Вопросам исследования процесса разру-
шения литосферных плит, развития очагов
землетрясений, а также их последствий уде-
лено значительное внимание. В то же время
крайне мало работ посвящено изучению про-
цесса подготовки землетрясения.

1. Сложность строения литосферных плит
и многофакторность внешних воздействий
явились причинами отсутствия строго уста-
новленных факторов, являющихся наиболее
ответственными за нарастание сейсмической
напряжённости литосферных плит. Понятно
лишь одно — землетрясение — это разруше-
ние литосферной плиты, происходящее с вы-
свобождением упругой энергии, накопившей-
ся в литосферной плите за счёт внешних воз-
действий. Можно назвать несколько сценари-

ев разрушения литосферных плит. В одних
случаях места разрушения расположены в зо-
нах наибольшей концентрации напряжений.
Если зона без неоднородностей, то процес-
сы разрушения происходят при максималь-
ных касательных напряжениях. При наличии
разломов разрушения проявляются в верши-
нах трещин, включений или иных структур
сложного строения, состоящих из совокупно-
стей неоднородностей (вирусов вибропрочно-
сти). Могут иметь место упруго-пластические
разрушения при наличии больших нелиней-
ных деформаций.

Наряду с разрушением литосферных плит
по причине превышения предельных значе-
ний концентрации напряжений, в основном в
зонах разломов, нельзя исключать разруше-
ние их в связи с потерей устойчивости как
нелинейных протяженных оболочек сложного
строения за счет выпучивания или иных дви-
жений, в том числе крутильного характера,
но уже при сравнительно меньших напряже-
ниях, чем при разрушении твердого тела. Воз-
можны другие процессы, вызывающие разру-
шение литосферных плит, возникающие при
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одновременном, синхронном воздействии на
плиту нескольких физико-механических и хи-
мических факторов в моменты подходящего
стечения обстоятельств, даже если эти фак-
торы не велики порознь.

Таким образом, при любых подходах, на-
правленных на решение проблемы прогноза
мест подготовки землетрясений, обязательно
возникает вопрос исследования напряженно-
деформированного состояния литосферой
плиты как сложного деформируемого тела.

Вышеперечисленное показывает, что про-
блема оценки сейсмичности в теоретической
части соприкасается практически со все-
ми разделами современной механики, при-
кладной математики, термодинамики, физи-
ки твердого тела, геофизики. Но для успеш-
ного их применения в проблеме оценки сей-
смичности и проведения с их помощью много-
факторного анализа, многие задачи и методы
из числа перечисленных направлений нужда-
ются в доработке.

Таким образом, специфика проблемы со-
стоит в том, что в описанных задачах сей-
смичности переплетаются многие факторы,
влияющие на прочность и разрушение лито-
сферных плит, такие как сложная геометрия
тел с неоднородностями, в том числе разной
размерности и гладкости, сложное физико-
механическое строение тел, совместное вли-
яние различных полей, воздействующих на
внутренние и внешние зоны твердых тел, со-
ставляющих плиту.

Нужно добавить, что задача ставится в
условиях достаточно большой неопределенно-
сти. Если влияние вращения Земли вокруг
оси, гравитационное поле достаточно опреде-
ленное, то факторы, связанные с малыми дви-
жениями плит, воздействие на нижнее осно-
вание на границе Мохоровичича оказываются
неизвестными.

Описанная сложная картина в исследова-
нии литосферных плит поначалу может по-
казаться исключающей возможность решения
проблемы.

Однако созданные в настоящее время тех-
нологии и аппаратура позволяют получать
ряд важных данных геогфизического харак-
тера, необходимых для постановок и исследо-
ваний описанных задач.

На территории Краснодарского края
комплексом рассредоточенных специальных
скважин и созданной для этих целей аппа-
ратурой фиксируются параметры, позволяю-

щие выявить ежедневное вертикальное дви-
жение различных участков поверхности Зем-
ли, найдены корреляции с другими внеш-
ними воздействиями. Совместными усилия-
ми ученых Кубанского и Теннесси (США)
университетов, нефтяных компаний Тенгас-
ко (США) и Роснефть-Термнефть при Ку-
банском государственном университете со-
здан исследовательский геофизический поли-
гон. На нем сосредоточены самые мощные
в настоящее время стационарные отечествен-
ные (100 тонн) и американские передвижные
(17 и 30 тонн) современные вибросейсмоис-
точники и средства приема и обработки гео-
физической информации, сейсмографы N-48
компании “Geometrics”. С их помощью ока-
зывается возможным получать ряд данных,
необходимых для корректных постановок ма-
тематических задач.

По мере углубления в анализ состояния
и динамики литосферных плит как механиче-
ских объектов, становилось ясно, что необхо-
дим специально приспособленный для иссле-
дований в этой области математический аппа-
рат. Многие задачи механики для неоднород-
ных упругих сред с трещинами и разрезами
оказывались как по постановке, так и по ре-
зультатам далекими от реальности, даже при-
ближенной.

В частности, практически не рассматри-
вались задачи для совокупностей трещин и
включений. Было очевидно, что прочность и
разрушение литосферных плит, как и любых
объектов сплошной среды, зависят от типов
неоднородностей — трещин, включений, гео-
метрических параметров дефектов и их вза-
имного расположения.

При изучении этих вопросов появилась
теория «вирусов вибропрочности», справед-
ливо названная так из-за скрытости совокуп-
ностей неоднородностей (названных вируса-
ми) в одних условиях и их разрушительного
воздействия на механический объект — в дру-
гих [6].

Учет блочных объектов, неоднородностей
той же размерности, что и плита привел к
необходимости разработки методов исследо-
вания задач прочности с такой направленно-
стью, чтобы учитывалось бы совместное, ком-
плексное влияние как физических, так и гео-
метрических характеристик поставленных за-
дач. Протяженность, неограниченность лито-
сферных плит с рельефными поверхностями
делает неэффективными применение тради-
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ционных для таких задач численных мето-
дов. Поэтому был развит метод исследова-
ния краевых задач, использующий топологи-
ческий подход, приведший к применению ме-
тодов интегральной геометрии, теории функ-
ций многих переменных, многомерных вы-
четов, факторизации [6–11]. Новая проблема
возникла при изучении воздействия на ли-
тосферную плиту большого количества отме-
ченных выше внешних факторов. Это при-
водило к краевым задачам для больших си-
стем дифференциальных уравнений в част-
ных производных. Для преодоления этой про-
блемы удалось построить формулы фактори-
зации основных типов полных мероморфных
матриц-функций, формализовав эту процеду-
ру до возможностей расчета на компьютере,
а в ряде случаев и аналитического исследова-
ния, чего не удавалось сделать раньше [12–
17]. Ниже показано, каким образом указан-
ные результаты освобождают исследователя
от непростой работы по изучению собствен-
ных векторов большой λ-матрицы с много-
численными параметрами при исследовании
больших систем дифференциальных уравне-
ний в частных производных с постоянными
коэффициентами.

Далее излагается один подход к решению
этой проблемы.

2. В дальнейшем понадобится понятие
двойной факторизации, которая вводится ни-
же. Будем рассматривать конечные матрицы-
функции с элементами, являющимися целы-
ми функциями переменных αk, k = 1, 2, 3, и
определителем, отличным от тождественного
нуля с корнями zs+, zs−, s = 1, 2, . . ., zs+ ∈ λ+,
zs− ∈ λ−.

Здесь λ± — заданные односвязные обла-
сти в плоскости комплексного переменного
α3, имеющие общую границу [11]. В данном
случае это верхняя и нижняя полуплоскости
соответственно.

Обозначим через K`(α3) и Kr(α3)
матрицы-функции с элементами, являющи-
мися целыми функциями переменного α3 в
объединении λ+ ∪ λ− с не обращающимися в
нуль и не зависящими от α3 определителями.

В случае n = 1 такие матрицы-функции
имеют постоянные определители, а при n = 3
определители могут зависеть от αk, k = 1, 2.

Обозначим через K(α3,+),K(α3,−)
матрицы-функции, которые имеют в каче-
стве элементов целые функции, определите-
ли которых как функции переменного α3 не

обращаются в нуль в областях λ+ и λ− соот-
ветственно.

Определение 1. Двойной факторизацией
матрицы-функции K(α3) относительно обла-
стей λ+ и λ− (или, что то же самое, грани-
цы областей) назовем ее представление в виде
произведений

K(α3) = K`(α3)K(α3±)K(α3,∓), (1)

K(α3) = K(α3±)K(α3∓)Kr(α3). (2)

Формула (1), рассматриваемая для верх-
них этажных знаков, называется двойной ле-
вой левосторонней факторизацией. Для ниж-
них знаков — двойной левой правосторонней.
Формула (2) для верхних знаков называется
двойной правой левосторонней, а для ниж-
них — двойной правой правосторонней фак-
торизацией. Из определения следует, что по-
являются новые матрицы-функции: Kl, рас-
положенная слева в формулах левой факто-
ризации и Kr, расположенная справа в пра-
вой факторизации. Расположение справа или
слева этих матриц в формулах двойной фак-
торизации определяет присваиваемые им ин-
дексы.

Двойная факторизация введена таким об-
разом, чтобы сохранить ранее принятые обо-
значения и определения правосторонней и ле-
восторонней факторизаций [12–17], дополнив
новыми определениями — правой и левой
факторизациями.

Обозначим через K`0(α3) и Kr0(α3)
матрицы-функции, элементами которых яв-
ляются целые функции, определители кото-
рых с точностью до множителя, не зави-
сящего от α3, совпадают с определителями
матрицы-функции K(α3).

Определение 2. Левой и правой предвари-
тельной факторизацией называется представ-
ление матрицы-функции K(α3) в виде

K(α3) = K`(α3)K`0(α3), (3)

K(α3) = Kr0(α3)Kr(α3). (4)

Осуществление указанных в определениях
факторизаций достигается применением фор-
мул факторизации матриц-функций, введен-
ных в [11].

Пусть матрица-функция K(α3) удовле-
творяет условиям теоремы 1 работы [11]. То-
гда представление (3) с соблюдением приня-
тых в [11] обозначений дается формулами

Kl0 = Pm, Kl = KP−1
m ,
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Rpm(α3) =

=
1

2πi

∫
Γ

N∑
s=1

′
Dps(m,u3)Ksm(u3) du3

Dm(u3)Φm−(u3)(u3 − α3)
, (5)

p = 1, 2, . . . ,m− 1,m+ 1, . . . , N,

α3 ∈ λ− ∪ λ+, Φm− ≡ det K.

Таким образом, формула (5) позволяет
осуществить левую предварительную факто-
ризацию. Для осуществления правой предва-
рительной факторизации необходимо перей-
ти к сопряженной матрице-функции K∗(α3),
где звездочкой «*» обозначен переход к со-
пряженным матрицам.

Пусть матрица-функция K∗(α3) удовле-
творяет условиям теоремы 1 работы [11], то-
гда представление (4) дается формулами (5),
построенными для K∗(α3).

На основании леммы [11], с учетом обо-
значений этой работы, имеем

Kr0 = P∗m, Kr = P∗−1
m K.

3. Принимая во внимание, что в каж-
дой введенной локальной системе координат
xν область Ω остается в полупространстве
xν3 6 0, применим к матрице-функции K(αν3)
двойную факторизацию — правую левосто-
роннюю и представим матрицу-функцию в
виде (верхний этаж знаков в формуле (2))

K(αν3) = K(αν3 ,+)K(αν3 ,−)Kr(α
ν
3). (6)

Для проведения факторизации (6) внача-
ле осуществим правую предварительную фак-
торизацию вида (4).

Допустим, определитель Dm(u) в форму-
ле (5) не обращается в нуль на множестве
zνs± нулей определителя матрицы-функции
K(αν3). Тогда для осуществления правой пред-
варительной факторизации возьмем матрицу-
функцию K∗(αν3) и применим к ней формулы
факторизации (5), приняв в качестве Φm−(αν3)
функцию

Φm−(αν3) = det K(αν3).

Построив матрицы-функции, имеющие в ра-
боте [11] обозначение K+ и P−, найдем
матрицы-функции Kr(α

ν
3) и Kr0(αν3), поло-

жив

Kr(α
ν
3) = K∗+(αν3), Kr0(αν3) = P∗−(αν3).

Теперь для построения правой левосто-
ронней факторизации осуществим фактори-
зацию матрицы-функции Kr0(αν3) в виде

Kro (αν3) = Kr0 (αν3+) Kro (αν3−) .

Опуская детали, связанные с применени-
ем установленных выше формул, получаем
следующее представление матриц-функций
порядка N

K(αν3 ,+) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0
1

. . .
amm

. . .
0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

amm =
∏
s

(αν3 − zνs−),

K(αν3 ,−) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0
1

. . .
bm1 bm2 . . . bmm . . . bmN

. . .
0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

bmk = Bmk
∏
s

(αν3 − zνs+),

Матрица-функция K(αν3 ,+) — диагональная,
с отличным от единицы элементом amm в
строке под номером m. Матрица-функция
K(αν3 ,−) имеет отличными от нуля элементы
на диагонали (единицы, кроме bmm), а также
элементы, стоящие в строке под номером m
(не зависящие от αν3 функции bmk). В произве-
дениях нули повторяются столько раз, какова
их кратность. Полученные формулы приме-
нимы для построения решения системы диф-
ференциальных уравнений краевой задачи.

4. Рассмотрим краевую задачу для си-
стемы дифференциальных уравнений в част-
ных производных с постоянными коэффици-
ентами в ограниченной области Ω с кусочно-
гладкой границей ∂Ω. Считаем, что область
выпуклая односвязная.

Введением новых неизвестных краевую
задачу можно привести к системе дифферен-
циальных уравнений в частных производных
первого порядка с постоянными коэффициен-
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тами в форме

N∑
m=1

3∑
p=1

(αnmp
∂

∂xp
+ αnm)ϕm(x) = gn(x),

x ∈ Ω,

(7)

ϕ = {ϕm}, ϕ(x) = ϕ(x1, x2, x3),

x = {x1, x2, x3}, n = 1, 2, . . . , N.

В процессе преобразований число дифферен-
циальных уравнений системы и граничных
условий увеличится. После замены производ-
ных новыми неизвестными граничные усло-
вия примут вид

N∑
m=1

bsmϕm(x) = g0,s(x), x ∈ ∂Ω,

g = {gn}, g0 = {g0,n},

s = 1, 2, . . . ,M, M 6 N.

Однако первые производные также могут вхо-
дить в граничные условия. Исследование,
проводимое ниже, остается в силе и для этого
случая.

Решение ϕ = {ϕm} и заданные функции
считаем принадлежащими некоторым про-
странствам Hp, введенным в [7–10]. Обозначе-
ния, принятые в этих работах, используются
далее.

Не повторяя преобразований, изложен-
ных в [7–10], приведем один результат иссле-
дования этой системы с применением двойной
факторизации.

Систему (7) можно приемами, проведен-
ными в [10], записать в виде

K(αν)Φ(αν) = −G(αν) +

∫∫
∂Ω

ω.

Оставив ανk, k = 1, 2 на вещественной
оси, исследуем нули определителя матрицы-
функции K(αν), т.е. решим уравнения

det K(αν) = 0

относительно αν3 = αν3(αν1 , α
ν
2) для каждого ν.

Учитывая, что определитель является целой
функцией параметра αν3 , допускаем, что он
имеет нули

zs+, zs−, s = 1, 2, . . . , zs+ ∈ λ+, zs− ∈ λ−,

зависящие от αν1 , α
ν
2 . Здесь приняты обозна-

чения векторов xν для координатных систем,
порождаемых на ∂Ω касательным расслоени-
ем и связанных с этой системой координат па-
раметров преобразований Фурье αν .

В предположении однократности нулей
zs+, zs−, s = 1, 2, . . . рассматриваемая крае-
вая задача эквивалентна системе двумерных
псевдодифференциальных уравнений вида

lim
αν3→zνs−

K−1(αν3 ,+)×

×

−G(αν3) +

∫∫
∂Ω

ω

 (αν3 − zνs−) = 0.

При этом общее решение краевой задачи
представимо в виде

ϕ(xν) =
1

4π2

∞∫∫
−∞

∑
s

e−i(α
ν
1x
ν
1+αν2x

ν
2)×

×T(αν1 , α
ν
2 , z

ν
s+)K−1

r (i
∂

∂xν3
)e−iz

ν
s+x

ν
3 dαν1 dα

ν
2 ,

T(αν1 , α
ν
2 , z

ν
s+) = 2πi lim

αν3→zνs+
K−1(αν3 ,−)×

×

−G(αν3) +

∫∫
∂Ω

ω

 (αν3 − zνs+).

В случае кратных нулей для вычетов берутся
соответствующие формулы.

Заметим, что нахождение вычетов произ-
водится при наличии выделенных в явном ви-
де полюсов элементов, расположенных лишь
на одной строке матриц-функций.

Расположение вне интегралов матрицы-
функции K−1

r с элементами в виде диф-
ференциальных форм по параметру xν3 об-
легчает вычисление несобственных интегра-
лов повышением порядка убывания подын-
тегральных функций. Осуществление про-
цедуры дифференцирования при действии
матрицы-функции K−1

r на экспоненту позво-
ляет находить и устранять обобщенные функ-
ции типа δ-функций и их производных, по-
являющиеся на границе ∂Ω в методе факто-
ризации при вычислении компонент вектора
ϕ. Тем самым строится классическое решение
поставленных краевых задач.

Обобщенная факторизация [8] позволяет
перенести эти результаты на произвольные,
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не обязательно выпуклые и односвязные об-
ласти.
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