
ISSN 1729-5459. ЭКОЛОГИЧЕСКИЙ ВЕСТНИК НАУЧНЫХ ЦЕНТРОВ ЧЭС. 2013. №2

УДК 538.975:539.319:62–405.8

ЭФФЕКТИВНЫЕ УПРУГИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ
ПОРИСТОЗАПОЛНЕННОГО МЕТАЛЛИЧЕСКИМИ НИТЕВИДНЫМИ

НАНОКРИСТАЛЛАМИ АНОДНОГО ОКСИДА АЛЮМИНИЯ1

Бардушкин В.В.2, Шиляева Ю.И.3, Яковлев В.Б.4
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Numerical modeling of the effective elastic characteristics in the Sn- and In-filled anodic
alumina is carried out. Dependencies tensor components of effective elastic modules and
coefficients of elastic anisotropy from the parameter of composites structure, connected with
concentration of metal nanowires, are investigated.
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Введение

Наноструктуры типа «металлические ни-
тевидные нанокристаллы» успешно применя-
ются в оптоэлектронике, в термоэлектриче-
ских системах охлаждения, а также в сен-
сорах различного назначения. В последние
годы подобные структуры привлекают боль-
шое внимание исследователей благодаря осо-
бым свойствам, обусловленным развитой по-
верхностью и квантово-размерными эффек-
тами. Одним из распространенных методов
их формирования является электрохимиче-
ское осаждение металлов с использованием
пористых матриц в качестве шаблонов. По-
скольку сформированные поры заполняют-
ся рабочим материалом, то получается клас-
сический композит «матрица – включение».
При этом широкое применение на практике
в качестве подобных матриц получил пори-
стый анодный оксид алюминия (ПАОА) бла-
годаря своей химической инертности, высо-
кой степени упорядоченности структуры и
возможности получения массивов нитевид-

ных нанокристаллов с заданными парамет-
рами [1].

При анализе работоспособности изделий
и приборов, использующих такие матери-
алы, необходимо иметь данные об их ме-
ханическом поведении. В основе подобно-
го анализа лежит вычисление эффективных
упругих характеристик [2–4]. Таким обра-
зом, задача разработки методов прогнозиро-
вания физико-механических свойств компо-
зитов типа «металлические нитевидные на-
нокристаллы – ПАОА-матрица» актуальна.

1. Постановка задачи и построение
модели

Для решения задачи прогнозирования
эффективных упругих характеристик запол-
ненных металлическими нитевидными нано-
кристаллами ПАОА необходимо, во-первых,
связать расстояние между волокнами с па-
раметрами структуры, которые можно непо-
средственно измерить. Во-вторых, требуется
получить удобные для численного анализа
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Рис. 1. РЭМ микрофотографии скола (а) и поверхности (б) ПАОА

расчетные соотношения, не потеряв при этом
информации о структуре композита.

Для проведения моделирования, как ука-
зывалось, необходимо учитывать реальную
структуру нанокомпозитов. ПАОА представ-
ляет собой ячеистую структуру, в попереч-
ном сечении которой находятся правиль-
ные шестиугольники, примыкающие друг к
другу своими сторонами, что подтверждает-
ся экспериментальными данными растровой
электронной микроскопии (РЭМ) (рис. 1).
Поэтому будем считать, что в рассматрива-
емом однонаправлено армированном компо-
зите компоненты изотропны, положение ни-
тевидных нанокристаллов в объеме матри-
цы является случайным, однако в целом ма-
териал предполагается статистически одно-
родным. Это приводит к наличию среднего
расстояния между волокнами, которое мо-
жет быть связано с их концентрацией.

Рассмотрим некоторый усредненный эле-
ментарный объем в виде правильной шести-
угольной призмы, в центре которого нахо-
дится один цилиндрический нитевидный на-
нокристалл, ориентированный вдоль оси z
лабораторной системы координат. На рис. 2а
изображены несколько таких элементарных
объемов, а на рис. 2б сечение в одном эле-
ментарном объеме, перпендикулярное к оси
z. Пусть отдельное нитевидное волокно име-
ет средний радиус r, а расстояние от центра
правильного шестиугольника до его стороны
равно r + h. Тогда площадь основания эле-
ментарной ячейки будет S = 2

√
3(r + h)2,

а площадь поперечного сечения волокна
Sв = πr2. Считая, что концентрация волокон

νв = Sв/S (здесь и далее индекс «в» обозна-
чает величины, относящиеся к волокнам, а
«м» — к матрице), получим

νв =
π

2
√

3(1 + h/r)2
, νм = 1− νв.

Отсюда параметр h/r, характеризующий
структуру композита, может быть выражен
через концентрацию нитевидных нанокри-
сталлов в виде

h

r
=

√
π

2
√

3 · νв
− 1. (1.1)

Очевидно, что максимально возможное
значение концентрации нитевидных воло-
кон в данной модели будет в случае, когда
h/r → 0, что соответствует νв → π

2
√
3
≈ 0, 9.

Минимальное значение концентрации воло-
кон характеризует случай, когда h/r → ∞,
откуда νв → 0. Данный диапазон концен-
трации нитевидных нанокристаллов соответ-
ствует границам применимости рассматрива-
емого метода расчета свойств подобных ма-
териалов.

Эффективные упругие характеристики
матричных композитов определяются с по-
мощью тензора четвертого ранга c∗, свя-
зывающего средние значения напряжений
〈σij(r)〉 и деформаций 〈εkl(r)〉 в материале
(i, j, k, l = 1, 2, 3):

〈σij(r)〉 = c∗ijkl〈εkl(r)〉,
где r — радиус-вектор случайной точки сре-
ды, угловые скобки здесь и далее определяют
процедуру усреднения по объему [2–4].

Общая схема расчета эффективных упру-
гих свойств матричных композитов в рамках
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Рис. 2. Схематическое представление структуры материала: а — несколько элементарных объемов;
б — элементарный объем в плоскости поперечного сечения

теории случайных функций выглядит следу-
ющим образом. Представим тензоры напря-
жений σ, деформаций ε и модулей упругости
c в виде суммы средних значений и флукту-
аций (для удобства в дальнейшем, если это
возможно, индексы в записи компонент тен-
зоров и элементов матриц будем опускать):

σ(r) = 〈σ(r)〉+ σ′(r),

ε(r) = 〈ε(r)〉+ ε′(r), c(r) = 〈c(r)〉+ c′(r).

Полагая, что флуктуации линейно зависят от
средних значений, получим

σ′(r) = P (r)〈σ(r)〉, ε′(r) = Q(r)〈ε(r)〉.

Тензоры P (r) и Q(r) являются интегральны-
ми операторами, описывающими взаимодей-
ствие между включениями [2]. Таким обра-
зом, связь между локальными и средними
напряжениями и деформациями в материа-
ле может быть представлена в виде

σ(r) = (I + P (r)) 〈σ(r)〉,

ε(r) = (I +Q(r)) 〈ε(r)〉,
где I — единичный тензор четвертого ранга.

Эффективные упругие характеристики
получаются из решения системы стохастиче-
ских дифференциальных уравнений 2-го по-
рядка (уравнений равновесия). Для беско-
нечной среды решение этой системы можно
отыскать, используя метод функций Грина с
помощью специально вводимого однородного
тела сравнения. Тогда выражение для расче-
та тензора эффективных модулей упругости
представляется в следующем виде:

c∗ = 〈c(r)(I −Q(r)c′′(r))−1〉×
× 〈(I −Q(r)c′′(r))−1〉−1,

где двумя штрихами здесь и далее обозна-
чена разность между величинами неоднород-
ной среды и однородного тела сравнения [2].

В настоящей работе используется обоб-
щенное сингулярное приближение теории
случайных полей, предполагающее наложе-
ние некоторых ограничений на ядро инте-
грального оператора Q. В рамках данного
подхода для вычислений эффективных мо-
дулей упругости необходимо воспользовать-
ся только сингулярной составляющей тензо-
ра Грина уравнений равновесия, зависящей
лишь от дельта-функции Дирака. В этом слу-
чае интегральная свертка дельта-функции
переводит интегральный оператор Q в по-
стоянный функционал g, который можно вы-
числить с помощью Фурье-образа сингуляр-
ной составляющей второй производной тен-
зора Грина уравнений равновесия, что фи-
зически означает предположение однородно-
сти полей напряжений и деформаций в пре-
делах отдельного элемента неоднородности.
Расчетной формулой обобщенного сингуляр-
ного приближения теории случайных полей
является выражение

c∗ = 〈c(r)(I − gc′′(r))−1〉×
× 〈(I − gc′′(r))−1〉−1, (1.2)

где g — интеграл от сингулярной составляю-
щей второй производной тензора Грина урав-
нений равновесия [2], являющийся тензором
четвертого ранга с компонентами

gijkl = ai)(kl)(j , (1.3)
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Модули упругости компонентов [6–8]

Материал Модуль Юнга E, ГПа Коэффициент Пуассона γ

Олово (Sn) 48 0,33
Индий (In) 10,5 0,46

Оксид алюминия (Al2O3) 140 0,32

где

aiklj = − 1

4π

∫
nknjt

−1
il dΩ,

dΩ = sin θdθdϕ, t−1il — элементы мат-
рицы, обратной матрице T с элементами
til = ccikljnknj , а nk и nj (k, j = 1, 2, 3) —
компоненты вектора внешней нормали к по-
верхности включения. Для эллипсоидальных
включений с главными полуосями l1, l2 и l3
компоненты вектора нормали определяются
соотношениями

n1 =
1

l1
sin θ cosϕ, n2 =

1

l2
sin θ sinϕ,

n3 =
1

l3
cos θ.

По парам индексов i и j, k и l, заключенным
в выражении для компонент gijkl тензора g
в круглые скобки, осуществляется операция
симметризации. Верхний индекс «с» в запи-
си компонент cciklj тензора модулей упругости
обозначает, что рассматриваются упругие ха-
рактеристики однородного тела сравнения.

При рассмотрении включений в форме
нитевидных нанокристаллов с главными по-
луосями l1 = l2 = r, l3 → ∞ для компонент
вектора нормали будут выполняться соотно-
шения

n1 =
1

r
sin θ cosϕ, n2 =

1

r
sin θ sinϕ,

n3 → 0.

Для двухкомпонентного композита, содержа-
щего изотропные включения и матрицу, про-
цедура усреднения сводится к суммирова-
нию [2–4]

〈a(r)〉 = νвaв + νмaм, (1.4)

где νв + νм = 1.
Возьмем в качестве параметров те-

ла сравнения упругие характеристики
матрицы [5]. Тогда в выражении (1.2)
c′′(r) = c(r) − cм, причем c′′(r) = cв − cм при

расчетах в волокне, c′′(r) = 0 — в матрице.
Отсюда, с учетом (1.4), из (1.2) получается
выражение для вычисления эффективных
упругих характеристик волокнистых компо-
зитов

c∗ = (νвcв(I − g(cв − cм))−1 + νмcм)×
× (νв(I − g(cв − cм))−1 + νмI)−1. (1.5)

Здесь cв и cм — тензоры модулей упруго-
сти металлических нанокристаллических во-
локон и матрицы композита соответственно;
g — интеграл от сингулярной составляющей
второй производной тензора Грина уравне-
ний равновесия с компонентами, вычисляе-
мыми по соотношению (1.3).

2. Проведение модельных расчетов

В работе для однонаправленных матрич-
ных композитов с изотропными компонента-
ми типа металлические нитевидные нанокри-
сталлы (из олова и индия) в матрице анодно-
го оксида алюминия были проведены модель-
ные вычисления по определению эффектив-
ных модулей упругости c∗. Упругие харак-
теристики компонентов модельных волокни-
стых композитов представлены в таблице.
Взяв в качестве волокон эллипсоиды враще-
ния с полуосями l1 = l2 = r = 1, l3 → ∞,
по формуле (1.5) были проведены вычисле-
ния компонент тензора c∗ в зависимости от
параметра структуры h/r, определяемого со-
отношением (1.1).

При операциях над тензорами в рабо-
те использовалась их матричная форма за-
писи. При этом ненулевые элементы cij
(i, j = 1, . . . , 6) матрицы тензора модулей
упругости c для изотропного материала вы-
ражаются через модуль Юнга E и коэффи-
циент Пуассона γ следующим образом [2]:

c11 = c22 = c33 =
E(1− γ)

(1 + γ)(1− 2γ)
;

c44 = c55 = c66 =
E

2(1 + γ)
;
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Рис. 3. Зависимости значений эффективных модулей упругости от параметра h/r

c12 = c21 = c13 = c31 = c23 = c32 =

=
Eγ

(1 + γ)(1− 2γ)
.

Результаты модельных расчетов значений
ненулевых элементов c∗ij матрицы тензора
эффективных модулей упругости c∗ от изме-
нения параметра структуры h/r приведены
на рис. 3.

Также в работе были проведены расче-
ты коэффициентов упругой анизотропии Ax
и Az в направлениях соответственно осей x и
z лабораторной системы координат

Ax =
c∗11 − c∗12

2c∗44
, Az =

c∗33 − c∗23
2c∗66

.

Значения коэффициента анизотропии Ay (в
направлении оси y) аналогичны значениям
параметра анизотропии Ax.

На рис. 4 для рассматриваемых компози-
тов представлены результаты модельных вы-

числений коэффициентов анизотропии Ax и
Az от изменения параметра структуры h/r.

Заключение

Основываясь на проведенных модельных
исследованиях и расчетах эффективных мо-
дулей упругости однонаправленных матрич-
ных композитов с изотропными компонента-
ми типа металлические нитевидные нанокри-
сталлы (из олова и индия) в матрице ПАОА,
можно заключить следующее.

Первое, рассматриваемые композитные
материалы обладают гексагональной сим-
метрией эффективных упругих свойств [2],
поскольку для ненулевых элементов c∗ij сим-
метрической матрицы тензора c∗ выполня-
ются следующие соотношения: c∗11 = c∗22,
c∗44 = c∗55, c∗13 = c∗23, c∗66 = (c∗11−c∗12)/2 (рис. 3).

Второе, при 0 < h/r < 6 характер зави-
симости значений ненулевых c∗ij от средне-
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Рис. 4. Зависимости коэффициентов анизотропии модельных композитов от параметра структуры
h/r

го расстояния между волокнами существен-
но нелинеен.

Третье, при h/r > 6 (т.е. при νв → 0)
c∗ij стабилизируются около значений, рав-
ных модулям упругости изотропного анод-
ного оксида алюминия, для элементов cij
матрицы тензора модулей упругости кото-
рого выполняются следующие соотношения:
c11 = 200, 34, c44 = 53, 03, c12 = 94, 28. Дей-
ствительно, при h/r > 6 для c∗ij компози-
тов начинают выполняться следующие ра-
венства: c∗11 = c∗22 = c∗33, c∗44 = c∗55 = c∗66,
c∗12 = c∗13 = c∗23 (рис. 3). Кроме того, Ax → 1,
Az → 1 (рис. 4).

Четвертое, наиболее сильная вариация
анизотропии происходит в направлении
оси z.

Пятое, значения параметров анизотропии
в рассматриваемых композитных материа-
лах наиболее сильно отклоняются от едини-
цы при изменении параметра структуры h/r
в пределах от 0 до 0,5.
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