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ГАРМОНИЧЕСКУЮ ФУНКЦИЮ И ИХ ОБРАЩЕНИЯ В ПОЛЯРНЫХ
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THE HELMHOLTZ EQUATION SOLUTION REPRESENTATIONS USING HARMONIC FUNCTION AND
THEIR INVERTED TRANSFORMATIONS IN POLAR COORDINATES
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The boundary and mixed boundary value problems for the Helmholtz equation are
considered. It is shown that the new integral representations of Helmholtz equation solutions
allow us to reduce the problem to the corresponding boundary value problems for harmonic
functions in polar coordinates.
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Известно [1], что существует бесконечно
много операторов, которые преобразуют ана-
литические функции в решения линейных
уравнений в частных производных. В этой
работе для решений линейных дифференци-
альных уравнений эллиптического типа вто-
рого порядка двух переменных был дан ряд
представлений через гармоническую функ-
цию. Однако,в целом они оказались доста-
точно сложными и трудно используемыми в
приложениях. Тем не менее некоторые такие
представления позволяют существенно упро-
стить задачу. Более простой способ, исполь-
зующий теорию функций Римана, получе-
ния таких представлений для эллиптических
уравнений был дан в [2]. В частном случае ––
уравнения Гельмгольца, интегральная связь
между его решением и гармонической функ-
цией была найдена в [3] и затем в [4] при-
менена в решении задачи механики жидко-
сти. Близкие представления для уравнения
Гельмгольца были получены в работах [5, 6].

Например, полученное Галиным представле-
ние [6] было использовано им в теории по-
строения сверхзвукового крыла.

В данной работе найдены новые инте-
гральные представления решения уравнений
Гельмгольца через гармонические функции
и показано, что полученные представления
позволяют свести решения краевых и сме-
шанных краевых задач для уравнения Гельм-
гольца к соответствующим краевым задачам
для гармонических функций в полярных ко-
ординатах.

Уравнение Гельмгольца в полярных коор-
динатах

r−1∂r(r∂ru) + r−2∂2θθu = ±γ2u (1)

с краевыми условиями u(r,±θ0) = f(r,±θ0), r ∈ [0; b],
∂θu(r,±θ0) = 0, r ∈ (b;∞),

u(r, θ) → 0, r →∞
(2)
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не сводится к аналогичной краевой зада-
че для гармонической функции. Однако, ис-
пользуя представления решения уравнения
Гельмгольца через гармоническую функцию
и его обращение можно найти соответству-
ющие краевые условия для гармонической
функции и, используя их, решить для гар-
монической функции краевую задачу с усло-
виями ϕ(r,±θ0) = f(r,±θ0), r ∈ [0; b],

∂θϕ(r,±θ0) = 0, r ∈ (b;∞),
ϕ(r, θ) → 0, r →∞,

(3)
а затем по представлению найти решение ис-
ходной краевой задачи (1)–(2). Отметим, что
эта краевая задача приводит к задаче на угле
раствора 2θ0.

Решение краевой задачи для гармони-
ческих функций с условиями (3) известно
[7], а решение краевой задачи (1)-(2) может
быть восстановлено по найденным ниже ин-
тегральным представлениям.

Уравнение (1) после замены переменной
r → r|γ|−1 имеет вид

r−1∂r(r∂ru) + r−2∂2θθu+ εu = 0. (4)

Уравнения (4) при ε=1 встречаются в за-
дачах распространения радио-волн или их
дифракции, при ε = −1 — при рассмотрении,
например, течения жидкости в окрестности
щели или угла в проницаемой среде [8].

Для удобства в дальнейшем введем обо-
значения

C+1(z) = J0(z), C−1(z) = I0(z),

C ′+1(z) = −J1(z), C ′−1(z) = I1(z),

где J0(z), J1(z), I0(z), I1(z) —функции Бессе-
ля нулевого и первого порядка, действитель-
ного и мнимого аргументов, соответственно.

Применим теперь преобразование Лапла-
са–Карсона к уравнению (4) по вспомога-
тельной переменной y = rθ, и от функции
u(r, θ) перейдём к функцииu ũ(r, y), (однако
знак тильды будем опускать) и в конце вы-
кладок снова вернемся к исходной гармони-
ческой функции

ū(r, p) = p

∞∫
0

e−ptu(r, t) dt,

получим

r−1∂r(r∂rū) + (p2 + ε)ū = 0. (5)

Для уравнения (5) найдем одно из част-
ных решений

ū(r, p) = A(p)J0(r
√
p2 + ε). (6)

Тогда решением уравнения (4) будет

u(r, w) =

=
1

2π

γ+iω∫
γ−iω

epw
A(p)J0(r

√
p2 + ε)

p
dp. (7)

Используя теорему Эфроса, можно полу-
чить [9] представление

ψ(r, w) +

r∫
0

ψ(
√
r2 − τ2, w)C ′ε(τ) dτ÷

÷
p√
p2 + ε

F (
√
p2 + ε, w) (8)

или

ψ(r, w) +

r∫
0

∂

∂τ
Cε(

√
r2 − τ2)ψ(τ, w) dτ÷

÷
p√
p2 + ε

F (
√
p2 + ε, w), (9)

где ψ(r, w)÷F (p, w). Отметим, что в (9) под
интегралом при w = y стоит функция
ψ(τ, τϕ). Аналогично и далее в тексте.

Возьмем ψ(r, w) = ψ(r) = J0(sr), тогда

F (p) =
p√

p2 + s2
. (10)

Из (9) с учетом (10) следует

J0(sr) +

r∫
0

∂

∂τ
Cε(

√
r2 − τ2)J0(sτ) dτ÷

÷
p√
p2 + ε

F (
√
p2 + ε) =

p√
p2 + (

√
s2 + ε)2

,

т.е.

J0(r
√
s2 + ε) = J0(sr)+

+

r∫
0

J0(sτ)
∂

∂τ
Cε(

√
r2 − τ2) dτ. (11)



Представления решений уравнения Гельмгольца через гармоническую функцию. . . 37

Учитывая значение интеграла (11), из (7)
получим

u(r, w) =
1

2π

γ+iω∫
γ−iω

epw
A(p)J0(pr)

p
dp+

+

r∫
0

∂

∂τ
Cε(

√
r2 − τ2)×

×

 1

2π

γ+iω∫
γ−iω

epw
A(p)J0(pτ)

p
dp

 dτ, (12)

где

ϕ(r, w) =
1

2π

γ+iω∫
γ−iω

epw
A(p)J0(pr)

p
dp

есть решение уравнения Лапласа, т.е. гармо-
ническая функция.

Таким образом, возвращаясь к исход-
ной гармонической функции u(r, θ) в случае
w = y = rθ, ũ(r, y) = u(r, θ), получим пред-
ставление решений уравнений (12), (13) через
гармоническую функцию.

u(r, θ) = ϕ(r, θ)+

+

r∫
0

C ′ε(τ)ϕ(
√
r2 − τ2, θ) dτ (13)

u(r, θ) = ϕ(r, θ)+

r∫
0

∂

∂τ
Cε(

√
r2 − τ2)ϕ(τ, θ) dτ,

u(r, θ) = ϕ(r, θ)−

−
r∫

0

τ∂

r∂r
Cε(

√
r2 − τ2)ϕ(τ, θ) dτ, (14)

Пусть w = θ , т.е. (13), (14) — представление
решения уравнения (4). Перепишем выраже-
ние (14) при двух значениях θ = ±0, тогда
после их сложения и простых преобразова-
ний получим соотношение

u(r, π) + u(r,−π) = ϕ(r, π) + ϕ(r,−π)+

+

r∫
0

∂

∂τ
Cε(

√
r2 − τ2)(ϕ(τ, π)+ϕ(τ,−π)) dτ,

Следовательно, функции, заданные при
θ = ±0, должны быть равны, т.е. они чет-
ные и, с учетом структуры второго слагае-
мого правой части (14), следует, что краевые
условия (2) для уравнения (1) переходят в
аналогичные краевые условия (3) для гармо-
нической функции.

Найдем обращение уравнения (14).
Пусть ϕ(r, θ)r÷F (p, θ), и u(r, θ)r÷F1(p, θ),

тогда применяя к уравнению (14) интеграль-
ное преобразование Лапласа-Карсона [10],
получим

F1(p, θ)

p
=

p

p2 + ε
F (

√
p2 + ε, θ). (15)

Из (15) найдем

F (t, θ) =
t2

t2 − ε
F1(

√
t2 − ε, θ). (16)

После обращения выражения (16) получаем
[10]

ϕ(r, θ) = u(r, θ)+

+

r∫
0

τ

r

∂

∂r
C−ε(

√
r2 − τ2)u(τ, θ) dτ,

или

ϕ(r, θ) = u(r, θ)−

− ε
r∫

0

∂

∂τ
C−ε(

√
r2 − τ2)u(τ, θ) dτ. (17)

Таким образом, в работе продемонстри-
ровано сведение краевых и смешанно крае-
вых задач для уравнений Гельмгольца к ре-
шению соответствующих задач для уравне-
ния Лапласа, решения которых достаточно
хорошо изучено. Затем по полученным фор-
мулам восстанавливаются решения исходной
задачи. Возможно проведение и обратной
операции.
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