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FORECASTING OF FINANCIAL CRISES WITH THE HELP OF TIME SERIES
Karmazin V.N., Kirillov K.V.

The authors analyze the results of the time series models application based on the
distributions with “heavy tails” for forecasting financial crises in the market. It was shown
by means of the actual data of stock exchange quotations that the use of such models leads
to the improved evaluation of the fund market risk during financial crises as compared to the
commonly used models. The disadvantages of classic time series models are discussed in this
article on the basis of the numerical results obtained.
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Введение

Важным аспектом управления рисками и
портфелем ассигнований является прогнози-
рование поведения цен на акции. Так, Бюс-
се [1], анализируя доходы американских ин-
вестиционных фондов, делает вывод о том,
что способность последних управлять порт-
фелем таким образом, чтобы в периоды вы-
сокой изменчивости цен акций снижать до-
лю наиболее волатильных активов в порт-
феле, является основной характеристикой,
отличающей успешные фонды. Анализ из-
менения цен на акции связан с построени-
ем подходящей модели, правильный выбор
которой является непростым делом. Эконо-
метрика предлагает большой набор разнооб-
разных моделей временных рядов. ARMA-
модели предполагают, что временные ря-
ды стационарны. Однако ряды, описыва-
ющие финансовые индексы, редко облада-
ют этим свойством. Мандельброт [2] от-
мечал, что «большие изменения цен акти-
вов влекут за собой большие изменения как
в сторону возрастания, так и убывания, в
то время как малые изменения влекут ма-
лые изменения. В частности, финансовые

переменные имеют спокойные периоды, за
которыми следуют периоды сравнительной
нестабильности, т.е. нестабильность являет-
ся не постоянной, а изменяющейся во вре-
мени». Таким образом, наблюдаются продол-
жительные периоды высокой и низкой вола-
тильности. При построении моделей ценовой
динамики их авторы стремились коррект-
но воспроизвести эмпирические свойства на-
блюдаемых финансовых временных рядов
и, прежде всего, феномена кластеризации
волатильности. Простейшая модель услов-
ной гетероскедастичности (ARCH, от англ.
autoregressive conditional heteroscedasticity)
была предложена Энгелем в 1982 г. для
моделирования инфляции в Великобрита-
нии [3]. Эта модель позднее использова-
лась и для моделирования цен акций и об-
менных курсов [4]. Естественным продолже-
нием ARCH является обобщенная авторе-
грессионная условная гетероскедастичность
(GARCH, от англ. generalized autoregressive
conditional heteroscedasticity), предложенная
Боллерслевом в 1986 г. и до сегодняшнего
дня активно используемая для прогнозов во-
латильности [5]. Боллерслев предложил бо-
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лее общую спецификацию модели для урав-
нения условной дисперсии ошибок.

Несоответствие между эмпирическими
свойствами цен акций и свойствами исполь-
зуемых в финансовой экономике моделей су-
щественно снижает эффективность их прак-
тического применения в управлении инве-
стиционным портфелем и прогнозировании
финансовых кризисов. Одна из причин низ-
кой производительности связана с предполо-
жением о том, что временные ряды модели
GARCH распределены нормально. Управле-
ние активами в модели ценообразования тре-
бует надлежащего моделирования распреде-
ления изменений курса финансовых активов.
Mногочисленные исследования, рассматри-
вавшиеся поведение эмпирической доходно-
сти активов на финансовых рынках во всем
мире, отклоняют гипотезу, что распределе-
ние изменений курса активов, как прави-
ло, является нормальным. Изменение кур-
са финансовых активов в высоковолатиль-
ные периоды характеризуется асимметрией
и остроконечностью, которые не могут быть
охвачены предположением нормального рас-
пределения. К широко используемым мо-
делям, альтернативным нормальной модели
временных рядов, относятся модели времен-
ных рядов с распределением Стьюдента, од-
нако pаспределение Стьюдента также не все-
гда может описать свойства колебаний цен.

Mодели GARCH, характеризующиеся с
распределениями с «тяжелыми хвостами»,
были предложены, например, в [6, 7, 9]. Ким
и Рачев разработали новый класс распреде-
лений, гораздо лучше описывающие свойства
динамики цен.

В данной работе с учетом различных мо-
делей временных рядов, основанных на 10-
летней базе ежедневных наблюдений, показа-
на неэффективность нормального распреде-
ления и распределения Стьюдента для про-
гнозирования скачков биржевых котировок
в кризисные периоды и показаны преиму-
щества распределений с «тяжелыми хвоста-
ми». Проведенные исследования направлены
на то, чтобы обеспечить участников рынка
более надежными математическими и стати-
стическими инструментами для проведения
эффективного финансового анализа.

1. Модели для описания изменения
цены акций

Для того чтобы сравнить эффективность
работы различных моделей для прогнозиро-

вания изменений биржевых котировок, обсу-
дить их преимущества и недостатки в насто-
ящей работе рассматривались три различные
модели:

1. Mодель с постоянной волатильностью
рынка (CV-constant volatility model) описы-
вается системой{

yt = σtεt + c,

σ2t = α0,
(1.1)

где (yt)t>0 — величина, описывающая днев-
ное изменение цены на акцию. Эта величина
определяется определяется следующим обра-
зом:

yt = log
St
St−1

,

(St)t>0 — цена акции в момент времени t;
ε0 = 0 и (εt)t∈N последовательность неза-
висимых и одинаково распределенных дей-
ствительных случайных величин; σt — стан-
дартное отклонение, αo; c — параметры мо-
дели, подбираемые исходя из имеющихся на-
блюдений за некоторый временной период.
В CV-модели условная дисперсия постоянна,
то есть σt =

√
α0 для всех t > 0.

2. GARCH(1,1) модель описывается си-
стемой{

yt = σtεt + c,

σ2t = α0 + α1σ
2
t−1ε

2
t−1 + β1σ

2
t−1,

(1.2)

с параметрами αo, α1, β1, c.
3. ARMA(1,1)–GARCH(1,1) модель имеет

вид{
yt = ayt−1 + bσt−1εt−1 + σtεt + c,

σ2t = α0 + α1σ
2
t−1ε

2
t−1 + β1σ

2
t−1.

(1.3)

Здесь α, αo, α1, β1, b, c — параметры модели.
Заметим, что подставляя a = 0 и b = 0,

α1 = 0, и β1 = 0 в (1.3), получим модель
с постоянной волатильностью рынка (1.1).
Подставляя a = 0 и b = 0 в (1.3), полу-
чим GARCH(1,1) модель (1.2).

Обычно принимается, что случайные ве-
личины εt распределены по нормальному за-
кону или по t-закону (распределению Стью-
дента). Так как безусловное вероятностное
распределение дневных изменений биржевых
котировок характеризуется «тяжёлыми хво-
стами», т.е. высокой вероятностью появле-
ние экстремальных значений, наряду с этими
двумя традиционно использующимися вида-
ми распределений для нормированных остат-
ков, рассмотрим еще три модели сравни-
тельно недавно [6, 7, 9] предложенных за-
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Таблица 1

Распределение X cn(X) для n = 2, 3 · · ·
CTS CΓ(n− α)((λα−n+ + (−1)nλα−n− )

MTS 2n−
α+3
2 CΓ

(
n+ 1

2

)
Γ

(
n− α

2

)
(λα−n+ + (−1)nλα−n− )

RDTS 2
n−α−2

2 CΓ

(
n− α

2

)
(λα−n+ + (−1)nλα−n− )

конов распределения с «тяжёлыми хвоста-
ми». Эти распределения в англоязычной ли-
тературе носят названия: classical tempered
stable (CTS), modified tempered stable (MTS)
и rapidly decreasing tempered stable (RDTS)
distributions. Они задаются характеристиче-
скими функциями. Для их описания введем
следующие величины: α ∈ (0, 2) / {1}, C, λ+,
λ− > 0, и m ∈ R.

1. Случайная величина X называется
CTS-распределенной, если характеристиче-
ская функция X имеет вид

ϕX(u) = ϕCTS(u;α,C, λ+, λ−,m) =

= exp(ium− iuCΓ(1− α)(λα−1+ − λα−1− )+

+CΓ(−α)((λ+−iu)α−λα++(λ−+iu)α−λα−)).

Соответствие указанному закону распре-
деления будем обозначать

X ∼ CTS(α,C, λ+, λ−,m).

2. Случайная величина X называется
MTS-распределенной, если характеристиче-
ская функция X имеет вид

ϕX(u) = ϕMTS(u;α,C, λ+, λ−,m) =

= exp(ium+C(GR(u;α, λ+)+GR(u;α, λ−))+

+ iuC(GI(u;α, λ+) +GI(u;α, λ−))),

где
u ∈ R,

GR(x;α, λ) =

= 2−
α+3
2
√
πΓ
(
−α

2

)
((λ2 + x2)

α
2 − λα),

GI(x;α, λ) = 2−
α+1
2 Γ

(
1− α

2

)
×

× λα−1
[
2F1

(
1,

1− α
2

;
3

2
;−x

2

λ2

)
− 1

]
,

2F1 — гипергеометрическая функция.

Для MTS-распределенной величины X
введем обозначение

X ∼MTS(α,C, λ+, λ−,m).

3. Случайная величина X называется
RDTS-распределенной, если характеристи-
ческая функция X имеет вид

ϕX(u) = ϕRDTS(u;α,C, λ+, λ−,m) =

= exp(ium+C(G(iu;α, λ+)+G(−iu;α, λ−))),

где

G(x;α, λ) = 2−
α
2
−1λαΓ

(
−α

2

)
×

×
(
M

(
−α

2
,
1

2
;
x2

2λ2

)
− 1

)
+

+ 2−
α
2
− 1

2λα−1xΓ

(
1− α

2

)
×

×
(
M

(
1− α

2
,
3

2
;
x2

2λ2

)
− 1

)
,

и M вырожденная гипергеометрическая
функция.

В этом случае запишем

X ∼ RDTS(α,C, λ+, λ−,m).

Кумулянты X определяются следующей
формулой

cn(X) =
∂n

∂un
logE

[
eiuX

]
|u=0, n = 1, 2, 3 · · · .

Для трёх рассмотренных распределений
E [X] = c1(X) = m. Кумулянты распреде-
лений представлены в табл. 1.

Подставляя соответствующие значения
для параметров m и C в характеристические
функции рассмотренных распределений, по-
лучим вид характеристических функций с
нулевым средним значением и единичной
дисперсией:

1. Случайная величина

X ∼ CTS(α,C, λ+, λ−, 0)
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имеет нулевое среднее и единичную диспер-
сию, если параметр C выбрать следующим
образом

C = (Γ(2− α)((λα−2+ + λα−2− ))−1.

Распределение X с выбранными таким обра-
зом m и C называется нормированным CTS-
распределением с параметрами α, λ+, λ− и
обозначается

X ∼ stdCTS(α, λ+, λ−).

2. Случайная величина

X ∼MTS(α,C, λ+, λ−, 0)

имеет нулевое среднее значение и единичную
дисперсию, если

C = 2
α+1
2 (
√
πΓ
(

1− α

2

)
((λα−2+ + λα−2− ))−1.

Распределение X называется в этом случае
нормированным MTS-распределением и обо-
значается

X ∼ stdMTS(α, λ+, λ−).

3. Случайная величина

X ∼ RDTS(α,C, λ+, λ−, 0)

имеет нулевое среднее и единичную диспер-
сию для

C = 2
α
2 (Γ(1− α

2
)(λα−2+ + λα−2− ))−1.

В этом случае распределение X называет-
ся нормированным RDTS-распределением и
обозначается как

X ∼ stdRDTS(α, λ+, λ−).

Если случайные величины εt распре-
делены по нормальному закону, CV и
GARCH(1,1), модели называют нормальной
CV моделью и нормальной GARCH моде-
лью, соответственно. Если ошибки распреде-
лены по t-закону, модели называют t-CV мо-
делью и t-GARCH моделью. Если ошибки
распределены по одному их трёх законов
распределения с «тяжёлыми хвостами», на-
пример, CTS, CV и GARCH(1,1) модели бу-
дем именовать как CTS-CV модель и CTS-
GARCH модель.

2. Оценка параметров моделей

В этом разделе описаны способы вы-
числения параметров для моделей CV,
GARCH(1,1) и ARMA(1,1)-GARCH(1,1). Рас-
четы были проведены для американской бир-
жи S & P 500 и двух крупнейших российских
бирж ММВБ и РТС.

Последние обвалы рынка наблюдались 19
октября 1987 г. (черный понедельник), 27
октября 1997 г. (азиатские потрясения), 31
августа 1998 (русский дефолт), 14 апреля
2000 г. (коллапс интернет акций) и 29 сентяб-
ря 2008 г. (финансовый кризис в США). С
целью изучения прогнозирующей способно-
сти каждой модели, необходимо вычислить
ее параметры на основе наблюдений за из-
менением биржевых котировок за продолжи-
тельный период. В связи с тем, что данные
торгов на российских биржах существуют с
1997 г., проведение расчетов параметров яв-
ляется целесообразным только для последне-
го из наблюдаемых обвалов рынка в 2008 г.

Параметры CV, GARCH(1,1) и
ARMA(1,1)–GARCH(1,1) моделей рассчи-
тывались на основе ежедневных измене-
ний курса за последние 10 лет. Ежеднев-
ные изменения определялись по цене закры-
тия. Параметры моделей с нормальным и
t-распределением оцениваются с помощью
метода максимального правдоподобия. В
остальных случаях, параметры оценивались
следующим образом: на первом шаге вычис-
лялись параметры α0, α1, β1, a, b, c для моде-
лей с нормированными остатками, распреде-
лёнными по t-закону, с помощью метода мак-
симального правдоподобия, на втором шаге,
используя вычисленные параметры, опреде-
лялся временной ряд yt. Далее на основе
полученных значений εt подбирались пара-
метры распределений α, λ+, λ− для CTS,
MTS и RDTS-распределений с использова-
нием метода максимального правдоподобия.

В табл. 2, 3, 4 приводятся результа-
ты вычислений для бирж S&P 500, ММВБ
и РТС. Количество используемых наблю-
дений за 10 лет для бирж S&P 500 со-
ставляет 2505, ММВБ и РТС — 2478 так
как в выходные дни и праздники торги
не проводятся. Эти таблицы содержат вы-
численные параметры для CV, GARCH(1,1)
и ARMA(1,1)–GARCH(1,1) моделей времен-
ных рядов, распределённых по нормально-
му и t-закону, а также параметры для нор-
мированных CTS, MTS и RDTS распреде-
лений. Для оценки достоверности вычис-
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ленных параметров использовался критерий
Kолмогорова–Смирнова (KC), а также кри-
терий Андерсона–Дарлинга (AД). Kритерий
Андерсона–Дарлинга лучше подходит для
оценки распределений с «тяжелыми хвоста-
ми».

На основе проведенных тестов можно сде-
лать следующие выводы:

– в соответствии с критерием согласия
Колмогорова-Смирнова при уровне значи-
мости р = 0, 01 для всех наборов данных
были отвергнуты гипотезы о соответствии
эмпирических распределений рассматривае-
мым нормальным и t-распределением. Все
RDTS-модели временных рядов были откло-
нены критерием Kолмогорова-Смирнова при
уровне значимости р = 0, 01, все три моде-
ли с CTS и MTS распределением принимают-
ся. Такие результаты были получены как для
американской, так и для российской бирж;

– статистика Андерсона–Дарлинга для
трех нормальных моделей временных рядов
значительно выше, чем для других моделей.
Это означает, что нормальное распределение
для рассмотренных наблюдений хуже описы-
вает «тяжелые хвосты» поведения эмпириче-
ского распределения временных рядов.

3. Прогнозы финансовых кризисов

На основании вычисленных параметров,
можно рассчитать вероятность обвалов бир-
жевых рынков. Среднее время возникнове-
ния кризиса определяется согласно формуле

T =
1

250P [yt 6 y∗t ]
,

где y∗t — наблюдаемое падение цены на ак-
цию в момент времени t.

На основе вычисленных параметров рас-
смотренных моделей были сделаны прогнозы
изменения цены за день до кризиса yt. Чис-
ловые значения изменения курса внесены в
табл. 2, 3, 4 (3-й столбец справа). На основе
наблюдаемого падения биржевых котировок
и сделанных прогнозов была рассчитана ве-
роятность кризиса и дан временной прогноз
обвала рынка.

В работе ислледовался кризис, вызван-
ный банкротством Lehman Brothers 15 сен-
тября 2008 г. Рынок в это время характеризо-
вался повышенной волатильностью. На рос-
сийских биржах наибольшее падение наблю-
далось 16 сентября — для ММВБ 17,5% и для
РТС 11,5%. На американской бирже в этот

также день было сильное падение, но макси-
мальный спад произошел 29 сентября 2008 г.,
когда S&P 500 снизился на 9%. По парамет-
рам, вычисленным на основе наблюдений до
26 сентября (и 15 сентября для российских
бирж) 2008 года, спрогнозирована вероят-
ность того, что произойдет обвал 29 (16) сен-
тября 2008 г. Среднее время возникновения
кризиса для S&P 500 составляет (последний
столбец таблицы 1) 3, 69·1011, 56,16 и 80,5 лет
для нормальной-CV, нормальной-GARCH и
нормальной-ARMA-GARCH модели соответ-
ственно. Для российских бирж (табл. 3, 4)
временные промежутки, спрогнозированные
с помощью моделей с нормальным распреде-
лением, также очень велики. Таким образом,
можно сделать вывод о невозможности полу-
чения серьезных предупреждений об обвале
рынка, взяв за основу модели временных ря-
дов с нормальным распределением ошибок,
несмотря на то, что эти модели включают
влияние кластеризации волатильности.

Среднее время возникновения обвала для
t-CV, t-GARCH и t-ARMA-GARCH модели
заметно меньше, чем соответствующее вре-
мя в нормальной модели временных рядов.
Тем не менее, все они отклонены критери-
ем KC при уровне значимости р = 0, 01, и
они не объясняют свойства концов распреде-
ления лучше по сравнению с моделями вре-
менных рядов с «тяжелыми хвостами».

В отличие от трех моделей временных ря-
дов с распределением Стьюдента, три мо-
дели временных рядов с «тяжелыми хво-
стами» не отвергнуты критерием KC при
уровне значимости р = 0, 01 в этом иссле-
довании, кроме RDTS-модели. Распределе-
ние RDTS имеет более тонкие хвосты рас-
пределения, чем CTS и MTS распределения.
По этой причине среднее время до обвала
рынка для RDTS-модели больше, чем у со-
ответствующих CTS и MTS моделей. Полу-
ченные результаты сравнивались с исследо-
ваниями, проведенными Рачевым и Ким для
американской биржи S&P 500 [8]. Сравне-
ние показало качественное совпадение вы-
численных значений параметров и вероятно-
стей для всех рассмотренных моделей.

4. AVaR для CTS-ARMA-GARCH
модели

Стандартным методом оценки риска по-
зиции или портфеля на сегодняшний день
считается использование квантильных мер
риска. Наиболее часто используемой мерой
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является величина Value-at-Risk (VаR) — ме-
ра риска актива с заданной доверительной
вероятностью. Утверждение о том, что пози-
ция имеет определенное значение VаR озна-
чает следующее: в течение промежутка вре-
мени t абсолютная величина убытка по пози-
ции не может быть больше, чем VаR с задан-
ной доверительной вероятностью η [10]. VaR
некоторой случайной величиныX с заданной
доверительной вероятностью η определяется
следующим образом

V aRη(X) = − inf {x ∈ R |P (X 6 x) > η} .

Учитывая определение ARMA-GARCH мо-
дели (1.3), можно определить VaR на основе
данных, наблюдаемых до момента времени t
с доверительной вероятностью η, как

V aRt,η(yt+1) =

= − inf {x ∈ R |Pt(yt+1 6 x) > η} ,

где Pt(A) — условная вероятность данного
события A для наблюдений до момента t.

В этом разделе рассматривается AVaR
для ARMA-GARCH модели с ошибками,
имеющими CTS-распределение в сравнении
с AVaR, полученным на основе наблюдений.
AVaR с доверительной вероятностью η опре-
деляется следующим образом

AV aRη(X) =
1

η

η∫
0

V aRε(X)dε,

где V aRε(X) — VaR от X с уровнем значи-
мости ε. Величина AVaR более консерватив-
на в кризисные периоды. Это означает, что
AVaR можно считать хорошим показателем
предстоящего кризиса во время высокой во-
латильности рынков.

На рис. 1, 2, 3 представлены резуль-
таты наблюдения изменений дневных кур-
сов S&P 500, ММВБ и РТС и посуточные
значения 1%-AVaR для нормальной ARMA-
GARCH и CTS-ARMA-GARCH моделей с 14
декабря 2004 г. по 31 декабря 2008 г. Eже-
дневная разница цены акций, начиная с июля
2007 г, принимает более высокие значения.
Наконец, индекс резко снижается в сентябре
2008 г. Наблюдаемые на рис. 1 скачки для
биржи S&P 500 можно рассматривать как
сигналы раннего предупреждения предстоя-
щего резкого спада на рынке. Амплитуда ко-
лебаний начала расти в июле 2007 г, достиг-
нув своего максимального значения в послед-

ние месяцы 2008 г. Исследования, выполнен-
ные для российских бирж, не позволяют сде-
лать однозначные выводы о приближающем-
ся кризисе 2008 г. Частота скачков ампли-
туд, а также сами амплитуды намного вы-
ше, чем для американской биржи, что, воз-
можно, обусловлено меньшим торговым обо-
ротом и зависимостью от сырьевых цен.

Заключение

Проведенные исследования показывают,
что для рассмотренных эмпирических дан-
ных модели временных рядов, основанные
на предположении о нормальном распределе-
нии нормированных остатков, не дают досто-
верных прогнозов будущих изменений бир-
жевого курса, даже если они учитывают
кластеризацию волатильности. Обсуждают-
ся недостатки моделей временных рядов с
распределением Стьюдента в кризисные для
финансовых рынков периоды. При этом на-
блюдаемые данные показывают, что модели
временных рядов с распределениями с «тя-
желыми хвостами» дают лучшие предсказа-
ния относительно рыночного риска. Эффек-
тивность предложенных моделей прогнози-
рования финансовых кризисов демонстриру-
ется с помощью бэктестов.
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