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Методы факторизации, развитые в [1, 2]
для исследования краевых задач, порождае-
мых системами дифференциальных уравне-
ний в частных производных, применяются
для изучения ряда блочных структур.

1. Рассматривается неограниченная мно-
госвязная область Ω с составной границей Γ,
которая образуется в трехмерном простран-
стве гладкими границами Γn областей Ωn,
n = 1, 2, . . . , N .

Таким образом,

Ω = ∪Ωn, n = 1, 2, . . . , N.

Предполагая, что функции ϕn, n = 1, 2, . . . , N
несут информацию о свойствах среды, по-
ставим в указанной области краевую задачу
для системы дифференциальных уравнений
в частных производных с постоянными ко-
эффициентами, исследовавшуюся в более об-
щей постановке в [1]

Q (∂xn, ∂xk)ϕ = 0, x ∈ Ω
(
R3
)
, (1)

R (∂xk)ϕ = f , x ∈ Γ = ∂Ω. (2)

Оператор Q представим матрицей вида

Q (∂xn, ∂xk) =

= ‖amrnk∂xn∂xk + bmrk∂xk + cmr‖ .

Здесь приняты обозначения (суммирование
по повторяющимся индексам):

amrnkfnfk =
3∑

n=1

3∑
k=1

amrnkfnfk,

R (∂xk) = ‖hmrk∂xk + pmr‖ , ∂x = ∂/∂x,

hmrk = hmrk(Γ),

ϕ = {ϕr} , r = 1, 2, . . . ,M, m = 1, 2, . . . ,M,

f = {fr} , ϕ (x) = ϕ (x1, x2, x3) ,

Q (α) ≡ −Q (−iαn,−iαk) , n, k = 1, 2, 3,

Q = detQ(α).

Для вещественных αk

det ‖amrnkαnαk‖ 6= 0.

Предполагается, что граничные условия удо-
влетворяют условию дополнительности для
эллиптических систем [3].

Для применения в случае неограничен-
ной области изложенного в [1, 2] подхо-
да, основанного на использовании геомет-
рии многообразий, необходимо компактифи-
цировать неограниченную область. Это до-
стигается известными приемами: либо при-
меним гомеоморфизм трехмерного простран-
ства трехмерной сфере с присоединенной
бесконечно удаленной точкой, в результа-
те которого неограниченная область отобра-
жается в ограниченную, либо путем введе-
ния окрестности бесконечно удаленной точ-
ки. Для прикладных целей предпочтитель-
нее второй вариант, поэтому считаем, что
вводится окрестность бесконечно удаленной
точки, описываемая внешностями сфер, ра-
диусы которых стремятся к бесконечности.
В случае первого типа областей бесконечно
удаленная точка является внутренней, в слу-
чае второго — граничной.

При сделанных построениях, вводя топо-
логию, порождаемую евклидовым простран-
ством, будем рассматривать область как ори-
ентированную цепь с ориентированной гра-
ницей.

Краевая задача исследуется в простран-
ствах медленно растущих обобщенных функ-
ций Hs(Ω), содержащих также классические,
вводимых нормами

‖ϕ‖2s =
∑
‖ϕr‖2s ,

‖ϕr‖2s =
x ∞∫
−∞

|Fϕr|2 (1 + |α|)2s dα,

r = 1, 2, . . . ,M,

|α|2 = α2
1 + α2

2 + α2
3, dα = dα1dα2dα3, (3)

dx = dx1dx2dx3,

Fϕr =

∞y

−∞
ϕr (x) ei〈α,x〉dx,

ϕr =
1

(2π)3

∞y

−∞

x
Fϕre

−i〈α,x〉dα,

〈α,x〉 = α1x1 + α2x2 + α3x3,

f ∈ Hλ(Γ), λ > s+ 0,5.

Для исследования краевой задачи по анало-
гии с [1] вводится векторная внешняя форма
ω(α,x), компоненты которой ωm имеют вид

ωm(α,x) =

= Rmdx1Λdx2 +Qmdx1Λdx3 +Pmdx2Λdx3,
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Pm =
∑
r

ei〈α,x〉
[
amr11(∂x1ϕr − iα1ϕr)−

− amr12iα2ϕr + amr13∂x3ϕr + bmr1ϕr
]
,

Qm = −
∑
r

ei〈α,x〉
[
amr22(∂x2ϕr − iα2ϕr)−

− amr23iα3ϕr + amr12∂x1ϕr + bmr2ϕr
]
, (4)

Rm =
∑
r

ei〈α,x〉
[
am33(∂x3ϕr − iα3ϕr)−

− amr13iα1ϕr − amr23iα2ϕr + bmr3ϕr
]
.

Вводя топологию, порождаемую евклидо-
вым пространством, будем рассматривать об-
ласть Ω как ориентированную цепь с грани-
цей, ориентация которой индуцируется ори-
ентацией области [4]. Остановимся на слу-
чае установившихся гармонических колеба-
ний неограниченной среды. Известно, что
в этом случае для обеспечения единствен-
ности решение должно удовлетворять усло-
вию излучения в той или иной форме: усло-
вию Зоммерфельда, требующему от решения
выполнение предельного дифференциально-
го соотношения на бесконечности, принципу
предельного поглощения Игнатовского, со-
стоящему в переходе к системе без погло-
щения через систему с искусственным внут-
ренним трением, принципу предельной ам-
плитуды, требующему рассмотрения устано-
вившихся колебаний как предельного во вре-
мени решения задачи Коши, условию излу-
чения энергии Мандельштама. На примере
динамических смешанных задач для неодно-
родной полосы детальный анализ всех этих
условий выполнил И.И. Ворович [5–7]. Им
установлено, что при всех аномальных ситуа-
циях, связанных с физикой распространения
волн в сложных средах и областях, остают-
ся эквивалентными принципы Игнатовско-
го и Мандельштама. Следуя этому, приме-
нение метода факторизации позволяет осу-
ществить отбор единственных решений пре-
дельно просто подобно одномерному случаю.
Действительно, в этом случае нули определи-
теля Q(α) обнаруживаются также и на веще-
ственной оси [4]. Произведя разделение этих
нулей по принадлежности к верхней полу-
плоскости α+

3k, если

Reα+
3K > 0; Imα+

3K > 0,

−∞ 6 α1, α2 6∞,

и к нижней для α−3k, если

Reα−3K 6 0; Imα−3K 6 0,

и используя результаты работы [2] автома-
тически удовлетворяем требуемым услови-
ям излучения. В случае многозначных функ-
ций при вычислении нулей дисперсионного
(характеристического) уравнения необходим
выбор нужных ветвей.

Используя теорему Стокса в области Ω
и допуская, что вектор-функция ϕ обраща-
ет в тождество систему дифференциальных
уравнений (1), приходим к выражению вида

ϕ (x) =
1

8π3

∫
σ

x
Q−1(α)D (α)×

×
x

Γ

e−i〈α,x〉ω (α, ξ)dα1Λdα2Λdα3,

Q−1 (α) = Q−1(α)D (α) ,

D (α) = D (α1, α2, α3) ,

ξ = {ξ1, ξ2, ξ3}.

Напомним, что, как и в [2], внешняя фор-
ма содержит как соотношения, описывающие
заданные граничные условия, так и нужда-
ющиеся в определении функции или их нор-
мальные производные со значениями на гра-
нице. В том случае, если комбинация произ-
водных и функций в граничных условиях (2)
не совпадает с естественными, входящими в
(4), то производится их формирование путем
прибавления и вычитания необходимых чле-
нов до получения левых частей (2) без изме-
нения значения ω.

Допустим, что рассматриваемый фраг-
мент формы среды представляет собой объ-
ект, структура которого определяется сово-
купностями сферических блочных элемен-
тов, в том числе, занимающих сферические
усеченные области. Пример подобных блоч-
ных элементов приведен ниже.

2. Пусть два шара радиусов A и B,
A < B, рассматриваемых в декартовой систе-
ме координат с центрами на оси oz, занима-
ют области Ω1 и Ω2 пространства Ω соответ-
ственно. Расстояние между центрами приня-
то h. Обозначим через Ω3 область, пересече-
ния шаров, т.е.

Ω3 = Ω1 ∩ Ω2.
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Построим блочный элемент в этой области
для внутренней граничной задачи для диф-
ференциального уравнения Гельмгольца ви-
да

Q(∂x1, ∂x2, ∂x3)ψ−
−
[
∂2x1 + ∂2x2 + ∂2x3 + k2

]
ψ(x1, x2, x3) =

= 0. (5)

Известно, что псевдодифференциальные
уравнения блочного элемента позволяют рас-
сматривать все возможные варианты гранич-
ных условий для дифференциального урав-
нения в частных производных, т.е. рассмат-
риваются граничные условия, как Дирихле
или Неймана, так и смешанные.

В сферической системе координат r, θ, ϕ
уравнение (5) для построенного с помощью
вариации сферической границы сложного те-
ла имеет вид

(∆ + k2)ψ = 0,

∆ =
1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂

∂r

)
+

1

r2

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

+
1

r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2
, (6)

r, θ, ϕ ∈ Ω3,

Решения граничных задач для уравнений
(5),(6) ищутся в пространствах медленно рас-
тущих обобщенных функций Hs.

Для исследования этого уравнения диф-
ференциальным методом факторизации вве-
дем двойное и тройное преобразования и об-
ращения Фурье – Бесселя в виде

B3(λ, l,m)g =

∞∫
0

π∫
0

2π∫
0

g(r, θ, ϕ)Jl+0,5(λr)×

× Y m−
l (θ, ϕ) sin θdθdϕrdr = G(λ, l,m),

B−1
3 (r, θ, ϕ)G =

=
∞∑
l=0

l∑
m=−l

∞∫
0

G(λ, l,m)Jl+0,5(λr)×

× Y m+
l (θ, ϕ)λdλ = g(r, θ, ϕ),

B2(l,m)g =

=

π∫
0

2π∫
0

g(θ, ϕ)Y m−
l (θ, ϕ) sin θdθdϕ =

= G(l,m), (7)

B−1
2 (θ, ϕ)G =

∞∑
l=0

l∑
m=−l

G(l,m)Y m+
l (θ, ϕ) =

= g(θ, ϕ),

Здесь Jν(λr) — функция Бесселя, Y m
l (θ, ψ) —

сферическая функция

Y m±
l (θ, ϕ) =

=
1

2

√
2l + 1

π

(l − |m|)!
(l + |m|)!

P
|m|
l (cos θ)e±imϕ.

Следуя алгоритму применения диффе-
ренциального метода факторизации [4], вве-
дем две сферические системы координат с
началами в центрах шаров на оси z исходной
декартовой системы координат с параметра-
ми r, θ, ϕ и ρ, γ, σ в областях Ω1, Ω2 соот-
ветственно. Эти системы координат обеспе-
чивают для выбранного многообразия с кра-
ем касательное расслоение границы. Приме-
няя к уравнению (6) преобразования (7), по-
строим внешнюю форму, которая в коорди-
натах r, θ, ϕ принимает вид

ω = g

〈[
∂ψ

∂θ
− ψ

∂P
|m|
l (cos θ)

∂θ
×

×
{
P
|m|
l (cos θ)

}−1
]
r sin θdϕ ∧ dr−

−
[
∂ψ

∂ϕ
− imψ

]
rdθ ∧ dr+

+

[
∂ψ

∂r
− ψ

∂r−0,5Jl+0,5(λr)

∂r
×

×
{
r−0,5Jl+0,5(λr)

}−1

]
r2 sin θdθ ∧ dϕ

〉
,

g(θ, ϕ, r) = Y m+
l (θ, ϕ)r−0,5Jl+0,5(λr).

Аналогичный вид имеет форма в системе ρ,
γ, σ.

Осуществим переход к функциональному
уравнению. Оно представимо в форме

K(λ)Ψ(l,m, λ) =

∫
∂Ω

ω, K(λ) = λ2 − k2 (8)
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Обозначим границу рассматриваемого тела в
виде

∂Ω3 = ∂Ω10 ∪ ∂Ω20,

где ∂Ω10 представляет поверхность сферы
радиуса A границы ∂Ω3, а ∂Ω20 — поверх-
ность сферы радиуса B указанной границы.

3. Применяя традиционный алгоритм по-
строения псевдодифференциальных уравне-
ний, используем введенные сферические ло-
кальные системы координат для каждой гра-
ницы ∂Ων , ν = 1, 2. Преобразуем правую
часть в (8), положив∫

∂Ω3

ω =

∫
∂Ω10

ω2k−1 +

∫
∂Ω20

ω2k,

k = 1, 2, . . . , 6,∫
∂Ω3

ω =

∫
∂Ω10

ω2k−1 +

∫
∂Ω30

ω2k,

∂Ω30 = ∂Ω2 − ∂Ω20.

Здесь ∂Ω30 является дополнением границы
∂Ω20 в ∂Ω2.

Заметим, что в дальнейшем будут рас-
сматриваться внешние и внутренние гранич-
ные задачи для уравнения (3) в разных обла-
стях, которые образуются границами ∂Ω10,
∂Ω20, ∂Ω30. Ради сокращения записи значе-
ния решений на этих границах везде будут
обозначаться ψ1, ψ2 соответственно, хотя их
численные значения для различных гранич-
ных задач являются разными.

Для рассматриваемой области внешние
формы, преобразованные к локальным коор-
динатам, на каждой границе имеют вид

ω1 = g1

(
r−0,5Jl+0,5(λr)

∂ψ1

∂r
−

− ψ1
∂r−0,5Jl+0,5(λr)

∂r

)
A2 sin θdθ ∧ dϕ,

g1(θ, ϕ, l,m) = Y m−
l (θ, ϕ),

g2(γ, σ, s, n) = Y n−
s (γ, σ),

ω2 = g2

(
fρ1
∂ψ2

∂ρ
− ψ2

∂fρ1
∂ρ

)
B2 sin γdγ ∧ dσ,

ω3 = g1

(
f r1
∂ψ1

∂r
− ψ1

∂f r1
∂r

)
A2 sin θdθ ∧ dϕ,

ω4 = g2

(
ρ−0,5Jl+0,5(λρ)

∂ψ2

∂ρ
−

− ψ2
∂ρ−0,5Jl+0,5(λρ)

∂ρ

)
B2 sin γdγ ∧ dσ,

f1(r, θ, l, λ) = Γ(l + 0, 5)
∞∑
q=0

∞∑
t=0

(−1)ksq(r)×

× (l + 0, 5 + t) cosq(π − θ)[C l+0,5
t cos(π − θ)]×

× Jl+0,5+t(λr)Jl+0,5+t(λh),

f2(r, θ, l, λ) = Γ(l + 0, 5)
∞∑
q=0

∞∑
t=0

(−1)ksq(r)×

× (l + 0, 5 + t) cosq(π − θ)[C l+0,5
t cos(π − θ)]×

×H(1)
l+0,5+t(λr)Jl+0,5+t(λh),

fν(r, θ, l, λ) ≡ f rν , fν(ρ, γ, s, τ) ≡ fρν , ν = 1, 2,

sq(r) ≡ sq(r, l, λ) =
(−1)qΓ(l + 1 + 0, 5)

q!Γ(l + 0, 5− q + 1)
×

×
(

4

λ
√
r2 + h2

)ν ( 2rh

r2 + h2

)q−l+0,5

,

где [C l+0,5
t cos(π−θ)] — многочлены Гегенбау-

эра.
Ради простоты рассмотрим тот случай,

когда имеет место соотношение

h−A < B < h,

означающее, что оси цилиндров находятся
вне области Ω3.

Требование автоморфизма приводит к
следующим псевдодифференциальным урав-
нениям

B−1
2 (θ, ϕ)

[ (
r−0,5Jl+0,5(kr)

)−1×

×

{ 2π∫
0

π−θ0∫
π

g1

〈
r−0,5Jl+0,5(kr)×

× ∂ψ1

∂r
− ψ1

∂r−0,5Jl+0,5(kr)

∂r

〉
A2 sin θdθdϕ+

+

2π∫
0

π∫
γ0

g2(γ, σ, l,m)

〈
f1(ρ, γ, l, k)

∂ψ2

∂ρ
−

− ψ2
∂f1(ρ, γ, l, k)

∂ρ

〉
B2 sin γdγdσ

}]
= 0,

θ, ϕ ∈ ∂Ω10.
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Решение псевдодифференциального уравне-
ния позволяет построить искомые блочные
элементы, необходимые при формировании
рассматриваемого фрагмента с использова-
ванием формулы (8).

4. Особое значение имеет случай, когда
моделируемая блочными элементами область
является разноразмерной. Этот случай изу-
чался в работе [8].

Применим этот подход для случая мо-
делирования блочной структуры, описыва-
ющей взаимодействие блоков литосферных
плит сейсмоопасной территории, содержа-
щих разломы сложной формы. Пример поло-
жения разломов на территории Краснодар-
ского края приведен на рисунке.

В качестве примера рассмотрим скаляр-
ный случай вертикальных колебаний пла-
стин, моделирующих литосферные плиты с
разломами на трехмерном основании верхней
мантии. Здесь имеет место взаимодействие
двумерных и трехмерных блочных элемен-
тов. Тогда функциональное уравнение гра-
ничной задачи, представленное для описан-
ной ранее пластины как для многообразия
с краем, расщепляется для каждого блока и

дается соотношением [8]

Rb(−iα1b,−iα2b)U3b ≡
≡ (ε3b(α

2
1b + α2

2b)
2 − ε4b)U3b =

= −
∫
∂Ωb

ωb + ε5bF2(g3b + t3b), (9)

b = 1, 2, . . . , B.

Здесь ωb — участвующая в представлении
внешняя форма, имеющая вид

ωb = ε3be
i〈α,x〉

{
−

[
∂3u3b

∂x3
2

− iα2
∂2u3b

∂x2
2

−

−α2
2

∂u3b

∂x2
+iα3

2u3b+2
∂3u3b

∂x2
1∂x2

−2iα2
∂2u3b

∂x2
1

]
dx1+

+

[
∂3u3b

∂x3
1

−iα1
∂2u3b

∂x2
1

−α2
1

∂u3b

∂x1
+iα3

1u3b

]
dx2

}
,

F2 — оператор двумерного преобразования
Фурье.

Граница блока, как указано выше, может
иметь разного характера свойства контакта с
соседними блоками или быть свободной. Ха-
рактер контакта следует учесть в представ-
лении псевдодифференциального уравнения.
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Для его построения отыскиваются ну-
ли коэффициента при U3b функционального
уравнения (9) и затем выполняется требова-
ние автоморфизма применительно к функ-
циональному уравнению путем вычисления
формы-вычета Лере [9].

В результате получаются псевдодиффе-
ренциальные уравнения.

Допустим, одна из частей границы блока,
Ωbr, является прямой. Тогда построенная на
этой части группа псевдодифференциальных
уравнений принимает вид [8]

ωb = ε3be
i〈α,x〉×

×
{
−
[
iα2MD−1−QD−1− (α2

2 + να2
1)
∂u3r

∂xr2
+

+ iα2

[
α2

2 + (2− ν)α2
1

]
u3r

]}
dx1,

F−1
1 (ξr1)

〈
−
∫

∂Ωbr

{
iα21−D

−1Mr −D−1Qr−

− (α2
21− + να2

1)
∂u3r

∂xr2
+

− iα21−
[
α2

21− + (2− ν)α2
1

]
u3r

}
eiα

r
1x

r
1dxr1+

+

∫
∂Ωb\∂Ωbr

ωb + ε5bF2(g3b + t3b)

〉
= 0, (10)

α2 = α21−, ξr1 ∈ ∂Ωbr,

F−1
1 (ξr1)

〈
−
∫

∂Ωbr

{
iα22−D

−1Mr −D−1Qr−

− (α2
22− + να2

1)
∂u3r

∂xr2
+

+ iα22−
[
α2

22− + (2− ν)α2
1

]
u3r

}
eiα

r
1x

r
1dxr1+

+

∫
∂Ωb\∂Ωbr

ωb + ε5bF2(g3b + t3b)

〉
= 0,

α2 = α22−, ξr1 ∈ ∂Ωbr.

Здесь F−1
1 — обратный оператор к одномер-

ному преобразованию Фурье, момент изгиба
на границе

M = −D
(
∂2u3

∂x2
1

+ ν
∂2u3

∂x2
2

)
, D =

Eh2

12(1− ν2)
;

перерезывающая силы на границе

Q = −D
(
∂3u3

∂x3
2

+ (2− ν)
∂3u3

∂x2
1∂x2

)
.

В подынтегральных функциях должно быть
принято

α21− = −i
√

(αr1)2 −
√
ε4b/ε3b,

α22− = −i
√

(αr1)2 +
√
ε4b/ε3b.

(11)

соответственно. Если граница не является
прямой, можно считать что рассматрива-
ется малая зона этой границы. Аналогич-
ный вид имеют другие группы псевдодиффе-
ренциальных уравнения на других участках
границы. Характерными являются свойства
главного оператора, он содержит все типы
граничных условий, которые может иметь на
границе пластина при вертикальных колеба-
ниях. Выписав все псевдодифференциальные
уравнения для каждого участка границы и
для каждого блока, внеся в них соответству-
ющие граничные условия и решив извлечен-
ные из псевдодифференциальных интеграль-
ные уравнения, получим представление ре-
шений в каждом плоском блоке из соотноше-
ний.

u3b = F−1
2

[
Rb(−iα1b,−iα2b)

]−1×

×

〈
−
∫
∂Ωb

ωb + ε5bF2(g3b + t3b)

〉
. (12)

Изложенный подход применяется для
оценки состояния сейсмичности на террито-
рии олимпийского строительства в Сочи и
Красной Поляне.
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