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INHOMOGENEOUS INTERFACE LAYER BETWEEN ELASTIC HALF-SPACES
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The work considers a dynamic problem for a thin inhomogeneous layer between two elastic half-
spaces with different physical-mechanical properties. The layer simulates a welded joint or a glued
connection. The problem is reduced to the system of matrix-functional equations. Numerical analysis
of the system determinant has been carried out; velocities of interface waves have been investigated
depending on the frequency.

Рассматривается задача для тонкого
неоднородного слоя между двумя упругими
полуограниченными телами. Случай, когда
свойства материалов совпадают, может слу-
жить достаточно точной моделью для свар-
ного шва, который был подробно изучен в
работах [1, 2]. Данное ограничение позволи-
ло найти точное решение задачи. Для модели
клеевого соединения данное ограничение уже
неприемлемо, так как склеиваемые образцы
могут отличаться и по физическим, и по ме-
ханическим свойствам. В этом случае не уда-
ётся строить точные решения и приходится
использовать приближенные методы.

Гармонические колебания сплошной
среды описываются дифференциальны-
ми уравнениями Ламе в перемещениях
u(x, y, t) = u(x, y)e−iωt. Условия на границе
y = 0 связывают перемещения и напряжения
τ (x, y, t) = τ(x, y)e−iωt посредством матрицы
перехода B:ux

uy
τyy
τyx

 = B

u′x
u′y
τ ′yy
τ ′yx

 , x < 0,

ux
uy
τyy
τyx

 = B′

u′x
u′y
τ ′yy
τ ′yx

 , x > 0.

Здесь ui и τij — компоненты вектора пе-
ремещений и тензора напряжений (штрих со-
ответствует нижней полуплоскости). С помо-
щью метода интегрального преобразования

Фурье данная задача сводится к системе ин-
тегральных уравнений типа Винера–Хопфа
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ν10, ν20 — скорости P- и S-волн в свар-
ном шве; ρ1 и ρ2 — плотность материала в
нижней и верхней полуплоскости; kij — вол-
новые числа (первый индекс означает полу-
пространство: 1 — нижнее, 2 — верхнее, а вто-
рой — тип волны: 1 — продольная, 2 — по-
перечная); X±1 — векторы неизвестных; α —
параметр преобразования Фурье; выражения
для Q1 и L1 представлены в [1].

Для решения систем интегральных урав-
нений существуют как аналитические, так
и численные методы. Но использование по-
следних предполагает большие объёмы вы-
числений. Кроме того, наличие осциллирую-
щего ядра, как в данном случае, может су-
щественно затруднить сходимость вычисли-
тельного процесса. Но некоторые ограниче-
ния, наложенные на условия задачи, позво-
ляют обойти эти трудности. В частности, ес-
ли условия на границе идеальны (полуплоско-
сти соединены жестко, без проскальзывания),
система расщепляется на отдельные уравне-
ния, которые могут быть решены аналити-
чески. Аналогичных результатов можно до-
стигнуть, если предположить, что среды об-
ладают одинаковыми физическими и меха-
ническими свойствами, а материал тонкого
слоя разнится по своим упругим свойствам
вдоль границы соединения. Данный случай
соответствует модели сварного шва и доста-
точно подробно изучен [1,2]. Если допустить,
что материалы двух соединенных сред раз-
личны, то матрица системы окажется пол-
ностью заполненной и задача не расщепля-
ется. В этом случае прибегают к фактори-
зации (разделению на классы аналитично-
сти) в виде произведения матрицы системы.
На сегодняшний день известен только один
класс матриц, допускающих точную фак-
торизацию — функционально-коммутативные
матрицы. Для остальных типов матриц ис-
пользуется приближённая факторизация [3].
Суть метода состоит в приближении эле-
ментов матрицы рациональными функциями.
Полученную в результате аппроксимации λ-
матрицу [4] с помощью элементарных преоб-
разований приводят к треугольному или диа-
гональному виду. К полученной матрице уже
можно применить точные методы факториза-
ции.

Матрица системы T(α) не является
функционально-коммутативной. При боль-
ших α она также не вырождается в
функционально-коммутативную:
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и поэтому не допускает приближенной факто-
ризации. Однако с помощью линейных преоб-
разований
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с определителями det P̃ = −2`20 и det Q̃ = 2
матрица (1) может быть сведена к диагональ-
ной:
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Основным критерием приближенной фак-
торизации матрицы является ее стремление
к единичной при |α| → ∞. С этой це-
лью необходимо ввести в рассмотрение нор-
мализатор — специальную функционально-
коммутативную матрицу, которая в данном
случае строится по следующему правилу:
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δ1 = −1, δ2 = 1.

Отсюда при |α| → ∞

H(α) = N−1+ (α)P̃T(α)Q̃N−1− (α)I, (2)

где I = ‖δij‖2ij=1,; δi j — символ Кронекера.
Тогда к полученной матрице (2) может

быть применена процедура приближенной
факторизации. Для этого необходимо аппрок-
симировать элементы матрицы H полинома-
ми Бернштейна:
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Полиномиальная матрица из (3) может
быть сведена к треугольному виду с помощью
линейных преобразований Ck(α) с определи-
телем, равным ±1:
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)
.

Методы построения матриц Ck и факто-
ризации матрицы N подробно описаны в [3,5].

Для исследования скоростей интерфейс-
ных волн проведён численный анализ опре-
делителя матрицы системы T(α) при изме-
няющихся значениях нормализованной часто-
ты h/λt, где λt — длина поперечной волны в

интерфейсном слое. На рисунке представле-
ны графики нормализованных коэффициен-
та пропорциональности ξ1α0 (пунктир) и ну-
ля α1/α0 определителя T(α) — (α0 — нуль
∆(α)). Расчёты проводились для следующих
параметров модели:

Нижнее полупространство: v12 =
3,24 км/с, v11 = 6, 2 км/с, ρ1 = 2, 7 кг/м3;
верхнее полупространство: v22 = 3, 28 км/с,
v21 = 6, 08 км/с, ρ2 = 7, 84 кг/м3;
слой: v20 = 2, 69 км/с, v10 = 4, 64 км/с,
ρ0 = 3, 14 кг/м3, толщина — 10−4 м, часто-
та —1МГц.

Из анализа диаграмм видно, что с ростом
частоты скорость интерфейсной волны пада-
ет.
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