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Two plane contact problems about interaction of a stamp with a flat foundation and an elastic
layer in presence of the Coulomb friction forces in the contact area are investigated by the asymptotic
method of large λ. The lower bound of the layer is either fixed, or there are no normal displacements
and tangential stresses, while normal and tangential forces act on the stamp; the stamp-layer system is
under the conditions of limit equilibrium, and the stamp does not turn during deformation of the layer.

The results obtained describe the action of geometric and mechanical parameters of the problems
on the form of a deformed surface of the layer outside the contact area; the diagram of contact stresses
and their moment has been drawn up taking into account friction forces in the contact area.

Асимптотическим методом больших λ [1–
3] исследуются две плоские контактные зада-
чи о взаимодействии штампа с плоским ос-
нованием с упругим слоем при учете сил ку-
лоновского трения в области контакта. Ниж-
няя грань слоя либо закреплена, либо на ней
отсутствуют нормальные перемещения и ка-
сательные напряжения, а на штамп действу-
ют нормальные и касательные усилия, при
этом система штамп-слой находится в усло-
виях предельного равновесия и штамп в про-
цессе деформации слоя не поворачивается.

Получены новые результаты, связанные
с влиянием геометрических и механических
параметров задач (особенно коэффициента
Пуассона и толщины слоя) на форму де-
формированной поверхности слоя вне обла-
сти контакта, эпюру контактных напряжений
и их момента при учете сил трения в области
контакта.

Плоские контактные задачи для слоя с
учетом сил трения в зоне контакта ставились

и исследовались во многих работах, в том чис-
ле [2, 4, 5].

1. Постановка задач

Рассмотрим в декартовых координатах
(x, y) упругий слой 0 ≤ y ≤ h. Пусть штамп
с плоской подошвой взаимодействует с грани-
цей слоя y = h, на штамп действуют нормаль-
ная сила P и касательная сила T = µP , в
зоне контакта действуют силы кулоновского
трения с коэффициентом трения µ, при этом
нижняя граница слоя y = 0 либо закреплена
(задача 1), либо на ней отсутствуют нормаль-
ные перемещения и касательные напряжения
(задача 2). Рассматривается случай предель-
ного равновесия, штамп не поворачивается в
процессе деформации слоя.

Поставленные контактные задачи с помо-
щью преобразования Фурье сводятся к следу-
ющему интегральному уравнению (ИУ) отно-
сительно неизвестных нормальных контакт-
ных напряжений под штампом q(x) [5]
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b∫
−a

q(ξ)k

(
ξ − x
h

)
dξ = πθδ,

(−a ≤ x ≤ a), (1.1)

ядро которого представимо в виде двух сла-
гаемых

k(t) = k1(t)− εk2(t), ε =
(1− 2ν)µ

2(1− ν)
,

ki(t) =

∞∫
0

Li(u)

u

{
cosut

sinut

}
du

{
i = 1

i = 2

}
. (1.2)

Для задачи 1

L1(u) =
2κ sh 2u− 4u

2κ ch 2u+ 4u2 + 1 + κ2
,

L2(u) =
2κ(ch 2u− 1)− 4u2(1− 2ν)−1

2κ ch 2u+ 4u2 + 1 + κ2
,

(1.3)

для задачи 2

L1(u) =
ch 2u− 1

sh 2u+ 2u
,

L2(u) =
sh 2u− 2(1− 2ν)−1

sh 2u+ 2u
.

(1.4)

В формулах (1.1)–(1.3) введены следую-
щие обозначения θ = G/(1 − ν), κ = 3 − 4ν,
G — модуль сдвига, ν — коэффициент Пуас-
сона, µ — коэффициент трения, δ — переме-
щение штампа в вертикальном направлении.

Сделаем в уравнении (1.1) замену пере-
менных x = at, ξ = aτ , тогда оно преобра-
зуется к виду

1∫
−1

ϕ(τ)k

(
τ − t
λ

)
dτ = πf(t), |x| ≤ 1, (1.5)

где введено обозначение

ϕ(t) = q(at), f(t) = θδ/a, λ = h/a. (1.6)

Для задачи 1 в силу закрепления ниж-
ней грани y = 0 условия статического равно-
весия полосы очевидны. Проверим эти усло-
вия для задачи 2, для чего по аналогии с
работой [6] найдем величину R нормальных

напряжений σx(x, y) в любом сечении слоя
x = x0 (|x0| > a)

R =

h∫
0

σx(x0, y)dy.

Используя представление нормальных на-
пряжений σx(x, y) в слое в виде интеграла Фу-
рье [5], найдем

R = −µ
2

a∫
−a

q(t) sgn(t− x0)dt.

Из последнего соотношения

R = −T/2 (x0 > a), R = T/2 (x0 < −a),

что говорит о закреплении слоя при x→ ±∞
и, соответственно, о его равновесии.

2. Метод больших λ

Для решения ИУ (1.5)–(1.6) с ядра-
ми (1.2)–(1.4) используем метод больших λ.
Предварительно преобразуем ядра к виду [2]

k1(t) = − ln |t|+ F1(t),

k2(t) =
π

2
sgn(t) + F2(t),

(2.1)

где функции Fi(t) представимы в виде рядов

F1(t) = −
∞∑
i=0

dit
2i, F2(t) =

∞∑
i=1

bit
2i−1

с коэффициентами

d0 =

∞∫
0

1− L1(u)− e−u

u
du,

di =
(−1)i

(2i)!

∞∫
0

[1− L1(u)]u2i−1du (i ≥ 1),

bi =
(−1)i

(2i− 1)!

∞∫
0

[1− L2(u)]u2i−2du (i ≥ 1).

Используя результаты работы [2], можно
показать, что решением (1.5), (2.1) является

ϕ(x) =

∞∑
n=0

λ−nϕn(x), (2.2)
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ϕn(x) =
1

X(x)

n∑
k=0

βn,kx
k (n ≥ 0), (2.3)

где

X(x) = (1+x)1/2+γ(1−x)1/2−γ , γ =
1

π
arctg ε,

а коэффициенты βn,k находятся из следую-
щих рекуррентных соотношений

β0,0 =
1

π
ε1P

∗,

βn,n =
1

π
(−1)nε1cnP

∗ (n ≥ 1),

βn,n−1 = −2γε1
π

(−1)n−1

(n− 1)!
rn,n−1+

+
ε1
π

(−1)n−1

(n− 2)!
rn,n−2 (n ≥ 1),

βn,k =
ε21
π2

n−1∑
m=k+1

(−1)m

m!
Q∗m−k−1rn,m−

− 2γε1
π

(−1)k

k!
rn,k +

ε1
π

(−1)k

(k − 1)!
rn,k−1

(0 ≤ k ≤ n− 2, n ≥ 2). (2.4)

Здесь

rn,m =
n∑

i=m+1

i!ci
(i−m− 1)!

×

×
n−i∑
p=0

βn−i,pQp+i−m−1,

ε1 = 1/
√

1 + ε2, c2i = di, c2i−1 = εbi.

Q∗k =

1∫
−1

τkX(τ)dτ =
π

2
(−1)k(1− 4γ)×

×
√

1 + ε2F (3/2 + γ,−k; 3; 2), (2.5)

Qk =

1∫
−1

τkdτ

X(τ)
=

= π(−1)k
√

1 + ε2F (1/2− γ,−k; 1; 2). (2.6)

При этом должно выполняться условие [2]

P ∗ =

1∫
−1

ϕ(t)dt =
ε0

lnλ+D


1∫
−1

f(t)dt

X(−t)
+

+
1

π

1∫
−1

dt

X(−t)

1∫
−1

ϕ(ξ)F

(
ξ − t
λ

)
dξ

 ,

F (t) = −F1(t) + εF2(t), (2.7)

где C — постоянная Эйлера, ψ(x) — пси-
функция Эйлера,

D = −[ln 2 + C +
1

2
ψ(1/2 + γ) +

1

2
ψ(1/2− γ)],

ε0 = ε/(1 + ε2).

В (2.5)–(2.6) F (α,−k;n; 2) — гипергеомет-
рическая функция. В более общем случае она
представима гипергеометрическим рядом, но
так как здесь второй аргумент отрицательное
целое число, то ряд обрывается и превраща-
ется в конечную сумму

F (α,−k;n; 2) =

k−1∑
i=0

(α)i(−k)i
i!(n)i

2i,

(a)i = a(a+ 1) . . . (a+ i− 1), (a)0 = 1

и, следовательно, величины Qk и Q∗k также
являются конечными элементарными сумма-
ми.

Таким образом, окончательно решение
ИУ (1.5) представляется в виде (2.2), (2.3) с
учетом рекуррентных соотношений (2.4).

Отметим, что рекуррентные соотношения
(2.4) содержат только арифметические опера-
ции, поэтому можно получить в явном виде
любое конечное число членов в разложени-
ях (2.2), (2.3) с помощью программ, выпол-
няющих аналитические преобразования (типа
Maple). Это позволяет находить решение ИУ
с любой степенью точности в области сходи-
мости ряда (2.2).

Выпишем для наглядности коэффициен-
ты βn,k для случаев n = 1 и n = 2, хотя в
нижеприведенных результатах числовых рас-
четов использованы коэффициенты βn,k при
различных n > 2 в зависимости от величины
параметра λ и заданной точности

β1,0 = −2γεε1b1P
∗/π, β1,1 = −εε1b1P ∗/π,

β2,0 = −P ∗d1ε1(1− 12γ2)/π,

β2,1 = 8P ∗ε1d1γ/π, β2,2 = 2P ∗d1/π.
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3. Вывод основных соотношений

Для числовых расчетов необходимо най-
ти зависимость вертикального перемещения
штампа δ от приложенной нормальной силы
P и форму деформированной свободной по-
верхности вне области контакта.

Для нахождения δ воспользуемся соотно-
шением (2.7), которое преобразуем к виду

δ =
a

θQ0

{
(lnλ+D)

P

aε1
− Φ

}
,

Φ =
1

π

1∫
−1

dt

X(−t)

1∫
−1

ϕ(t)F

(
τ − t
λ

)
dτ. (3.1)

В (3.1) подставим значения функции ϕ(t)
в виде (2.2), (2.3), получим

Φ =
1

π

∞∑
m=0

λ−m
m∑
p=0

Qp
p!
Smp,

Smp =

m−p∑
n=0

(m− n)!cm−n
(m− n− p)!

n∑
k=0

βn,kQm−n−p+k.

Найдем момент контактных напряжений.

M =

a∫
−a

xq(x)dx = a2
1∫
−1

tϕ(t) dt.

В соответствии с представлением ϕ(t) в
виде рядов (2.2)–(2.3) определим

M = a2
∞∑
n=0

λ−n
n∑
k=0

βn,kQk+1.

Перемещение свободной поверхности вне
штампа

w(x) = W (x/a) (|x| > a),

W (t) =
a

πθ

1∫
−1

ϕ(τ)k

(
τ − t
λ

)
dτ (|t| > 1).

С учетом (2.1) W (t) может быть записано
в виде

W (t) = − a

πθ

{
W1(t) +

πε

2
W2(t) +W3(t)

}
,

W1(t) =

1∫
−1

ϕ(τ) ln |τ − t| dτ − P ∗ lnλ,

W2(t) =

1∫
−1

ϕ(τ) sgn(τ − t)dτ,

W3(t) =

1∫
−1

ϕ(τ)F

(
τ − t
λ

)
dτ.

Используя (2.2), (2.3), с точностью до чле-
нов порядка O(λ−(N+1)) найдем

W1(t) =

N∑
k=0

λ−k
k∑

m=0

βk,mtm(t)−

− P lnλ

a
+O(λ−(N+1)), (3.2)

tm =

1∫
−1

τm

X(τ)
ln |τ − t|dτ,

W2(t) = {P ∗, если t < −1; −P ∗, если t > 1},

W3(t) =
N∑
k=0

λ−k
k∑

m=0

(−1)m
tm

m!
qkm+O(λ−(N+1)),

qmk =
k−m∑
n=0

ck−n(k − n)!

(k − n−m)!

n∑
p=0

βn,pQk+p−n−m.

4. Числовые расчеты и выводы

Проведены расчеты контактных напряже-
ний q(x) (−a ≤ x ≤ a), момента контактных
напряжений M , вертикальных перемещений
штампа δ и вертикальных перемещений по-
верхности вне зоны контакта w(x).

Введем обозначения

q∗(t) = q(ta)a/P, M∗ = M/Pa,

δ∗ = δG/P, w∗(t) = Pw(ta)/(Ga),

где w(x) — вертикальные перемещения точек
поверхности слоя y = h.

В табл. 1 и 2 соответственно для за-
дач 1 и 2 приведены значения величин δ∗,
M∗, t∗, q∗(t∗), q∗(−0, 9), q∗(0, 9), w∗(−1, 1) и
w∗(1, 1), где x∗ = at∗ — точка зоны контакта с
минимальными контактными напряжениями,
при некоторых значениях параметров h, ν и
µ = 0, 9.

На рис. 1 представлено распределение без-
размерных контактных напряжений q∗(t) в
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Т а б л и ц а 1

λ ν δ∗ M∗ t∗ q∗(t∗) q∗(−0, 9) q∗(0, 9) w∗(−1, 1) w∗(1, 1)

µ = 0, 9

2 0, 1 0, 326 −0, 210 0, 417 0, 332 0, 883 0, 455 0, 175 0, 229

2 0, 45 0, 136 0, 0401 −0, 304 0, 369 0, 583 0, 704 0, 0863 0, 0610

2 0, 423 0, 152 0, 0008 −0, 175 0, 373 0, 630 0, 659 0, 0962 0, 0767

3 0, 1 0, 432 −0, 197 0, 228 0, 320 0, 889 0, 504 0, 246 0, 342

3 0, 45 0, 189 0, 0208 −0, 141 0, 346 0, 650 0, 725 0, 124 0, 113

4 0, 1 0, 511 −0, 198 0, 193 0, 311 0, 899 0, 513 0, 310 0, 427

4 0, 45 0, 232 0, 00691 −0, 0819 0, 335 0, 684 0, 725 0, 161 0, 158

µ = 0, 5

2 0, 1 0, 322 −0, 123 0, 244 0, 349 0, 804 0, 545 0, 194 0, 221

2 0, 45 0, 135 0, 0222 −0, 188 0, 373 0, 615 0, 682 0, 0797 0, 0656

Т а б л и ц а 2

λ ν δ∗ M∗ t∗ q∗(t∗) q∗(−0, 9) q∗(0, 9) w∗(−1, 1) w∗(1, 1)

µ = 0, 9

2 0, 1 0, 332 −0, 183 0, 308 0, 340 0, 850 0, 491 0, 182 0, 233

2 0, 45 0, 204 0, 0952 −0, 361 0, 339 0, 543 0, 811 0, 154 0, 118

2 0, 37 0, 229 0, 0007 −0, 178 0, 355 0, 646 0, 695 0, 160 0, 143

3 0, 1 0, 440 −0, 181 0, 179 0, 322 0, 870 0, 523 0, 257 0, 350

3 0, 45 0, 263 0, 0518 −0, 192 0, 332 0, 624 0, 782 0, 199 0, 181

4 0, 1 0, 522 −0, 188 0, 164 0, 312 0, 887 0, 526 0, 321 0, 435

4 0, 45 0, 308 0, 0280 −0, 121 0, 328 0, 665 0, 762 0, 238 0, 229

µ = 0, 5

2 0, 1 0, 330 −0, 107 0, 169 0, 348 0, 788 0, 570 0, 201 0, 227

2 0, 45 0, 202 0, 0530 −0, 217 0, 348 0, 608 0, 755 0, 143 0, 124

3,0

2,0

1,0

0,3

–1,0 –0,5 0 0,5 1,0

n=0,45n=0,1

q*(t)

t

Рис. 1

–0,1

–0,2

–0,3

–1,5 –1,0 0 1,0 1,5

n=0,45

n=0,1

t

w*(t)

Рис. 2
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зоне контакта для задачи 1 при λ = 2, 0,
µ = 0, 9, ν = 0, 1 (сплошная линия) и ν = 0, 45
(пунктирная линия).

Рис. 2 иллюстрирует поведение функции
w∗(t) при λ = 2, 0, µ = 0, 9, ν = 0, 1 (сплошная
линия) и ν = 0, 45 (пунктирная линия).

Результаты расчетов, приведенные в таб-
лицах и на рисунках, позволяют сделать ряд
принципиально важных выводов: при изме-
нении коэффициента Пуассона ν от мини-
мального до максимального значения момент
контактных напряжений может менять свой
знак, при этом точка x∗ минимальных кон-
тактных напряжений перемещается справа
налево и может менять свой знак. В соот-
ветствии с характером распределения напря-
жений при изменении коэффициента Пуассо-
на меняется и характер деформации свобод-
ной поверхности в окрестности штампа: если
ν мало, то в окрестности точки x = a де-
формация больше, чем в окрестности точки
x = −a, если ν близко к 0,5, то наоборот. Все-
гда найдется такое значение ν, при котором
картина распределения контактных напряже-
ний и деформация свободной поверхности бу-

дут почти симметричными, а момент контакт-
ных напряжений будет равен нулю. Кроме то-
го, перемещение штампа δ практически не за-
висит от коэффициента трения µ.
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