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ALGORITHM OF INVERSION OF THE DIVIDER
Babenko V. N.

In the article the question on representation of inversion of a rational degree of machine
number in the so-called multiplicate form is considered. The algorithm of such representation
is offered and the estimation of speed of convergence of computing process is received. The
algorithm possesses a regularity that creates excellent preconditions for his display to the
equipment (supposes conveyerisation of computing process). The second advantage of algorithm
is his profitability.
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1. Алгоритм обращения

Обычно для осуществления вычисления
на ЭВМ значения величины, описываемой
выражением

y
n
√
x
, где n = 1, 2, . . . ,

поступают следующим образом: 1) вычисля-
ют значение z = n

√
x (если n > 2); 2) осу-

ществляют на умножителе вычисление част-
ного y/z. В [1] был предложен иной подход,
в котором производится вычисление инвер-
сии делителя (алгоритм обращения (теорема
2)) и одновременно с этим вычисляется иско-
мое частное. Однако вследствие ограничений
на объем публикуемых статей доказатель-
ство теоремы 2 в [1] было опущено. В свя-
зи с этим содержание данной статьи следует
считать продолжением работы [1], а также
развитием результатов, изложенных в ней.

При проведении доказательства указан-
ной теоремы 2 нам придется опираться на
теорему 1 [1], которая приводится в виде
справки.

Теорема 1. Пусть число x удовлетворяет
неравенству 2−n 6 x < 2 и

x−α = 1 + θ2tu, (1.1)

где α = 1/n, n ∈ {1, 2, . . .}, t — целое число,

θ =


1, если х < 1,

0, если х = 1,

−1, если х > 1,

2−1 6 u < 1.

Пусть

J(θ, t, u, z) =

∣∣∣∣1 + θ2tf(u, z)− x−α

1 + θ2tf(u, z)

∣∣∣∣
— относительная погрешность приближения
инверсии x−α двучленом 1 + θ2tf(u, z), где

f(y, z) =

{
2−1, если y < z,

1, если z 6 y.

Если

z̄ =
3 + θ2t+1

4 + 3θ2t
,

то справедлива оценка

J(θ, t, u, z̄) 6 J(θ, t, ū, z̄), (1.2)

где ū = z̄,

J(θ, t, ū, z̄) =
2t−2

1 + 3θ2t−2
, (1.3)

причем J(θ, t, ū, z̄) есть наименьшая точная
верхняя грань множества значений функци-
онала J(θ, t, u, z) на множестве

{(u, z) : 2−1 6 u < 1, 2−1 6 z < 1}.
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В вычислительной практике кроме рядов
для приближенных вычислений применяют-
ся так называемые бесконечные произведе-
ния [1].

Определение 1. Выражение вида

∞∏
i=0

pi (1.4)

называется бесконечным произведением, со-
ответственно

Pj =

j∏
i=0

pi

частичным произведением [2].
Пусть {Pj}, j = 0, 1, 2, . . . — последова-

тельность частичных произведений.
Определение 2. Если существует число

Р такое, что

lim
j→∞

Pj = P,

то бесконечное произведение (1.4) называют
сходящимся к Р.

В вычислительной математике широкое
применение приобрели бесконечные произве-
дения вида [3]

∞∏
i=0

(1 + θi2
−i), где θi ∈ {−1, 0} .

При формировании последнего бесконеч-
ного произведения в i-м множителе величи-
на θi играет роль управляющего параметра,
а порядок двойки определяется его номером.
В работе предлагается: 1) расширить мно-
жество значений параметра θi, 2) использо-
вать указанный порядок в качестве второго
управляющего параметра. Рассматриваются
бесконечные произведения вида

∞∏
i=0

(1 + θi2
−ti), где θi ∈ {−1, 0, 1} .

Пусть произвольное число x удовлетво-
ряет неравенству 2−n 6 x < 1. Поставим
задачу построения последовательности {сi},
i = 1, 2, . . ., где

сi =
i∏

j=1

(1 + θj−12
−tj−1),

сходящейся к инверсии радикала n
√
x. Одно

из решений этой задачи дает
Теорема 2. Пусть x произвольное чис-

ло из полуинтервала [2−n, 1). Последователь-
ность {xi} определим соотношениями

x0 = x,

xi = xi−1(1 + θi−12
ti−1f(ui−1, zi−1))

n, (1.5)

где

θi−1 =


1, если xi−1 < 1,

0, если xi−1 = 1,

−1, если xi−1 > 1,

θi−12
ti−1ui−1 =

1− n
√
xi−1

n
√
xi−1

, (1.6)

2−1 6 ui−1 < 1, (1.7)

f(ui−1, zi−1) =

{
2−1, если ui−1 < zi−1,

1, если zi−1 6 ui−1,

zi−1 =
3 + θi−12

ti−1+1

4 + 3θi−12ti−1
.

Тогда последовательность {сi} , i = 1, 2, . . .,
где

сi =

i∏
j=1

(1 + θj−12
−tj−1). (1.8)

сходится к x−1/n, причем справедлива оценка
скорости сходимости∣∣∣сi − ( n

√
x
)−1∣∣∣ < 2−2i

(
n
√
x
)−1

. (1.9)

Доказательство. Введем в рассмотрение
последовательность {δi}, элементы которой
определим соотношением

δi =
θi
(
1− n
√
xi
)

n
√
xi

. (1.10)

По определению последовательность {δi}
ограничена снизу нулем. Кроме того, она мо-
нотонно убывает. Действительно, воспользо-
вавшись (1.6), можно записать

δi−1 = 2ti−1ui−1. (1.11)

С другой стороны, осуществив подстановку
(1.5) в (1.10), получим

δi =
θi
(
1− n
√
xi−1(1 + ξi−1)

)
n
√
xi−1(1 + ξi−1)

=

=

∣∣∣∣ n
√
xi−1(1 + ξi−1)− 1
n
√
xi−1(1 + ξi−1)

∣∣∣∣ ,
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где
ξi−1 = θi−12

ti−1f(ui−1, zi−1).

Из последнего выражения благодаря теореме
1 и замечанию 1, следует неравенство

δi 6
2ti−1−2

1 + 3θi−12ti−1−2
.

Сопоставляя (1.7), (1.11) и последнее нера-
венство, приходим к следующему выво-
ду. Для любого i выполняется неравенство
δi < δi−1. Итак, установлено, что {δj} есть
монотонно убывающая ограниченная сни-
зу нулем последовательность, следователь-
но, она сходится к нулю. Отсюда, благодаря
(1.10), следует, что последовательность {xi}
сходится к единице

lim
i→∞

xi = 1. (1.12)

Следуя формулам (1.5) и (1.8), можно запи-
сать

xi = xcni . (1.13)

Подставив xi в (1.12), получим

x lim
i→∞

cni = 1.

Наконец, умножив обе части последнего ра-
венства на x−1, приходим к завершению
доказательства сходимости последовательно-
сти {сi} к x−1/n:

lim
i→∞

ci = x−1/n.

Приступая к доказательству оценки ско-
рости сходимости (1.9), которое проведем по
индукции, установим рекуррентную форму-
лу, связывающую предыдущую и последую-
щую невязки δi−1 и δi соответственно:

δi =

∣∣∣∣1− n
√
xi

n
√
xi

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1− n
√
xi−1(1 + ξi−1)

n
√
xi−1(1 + ξi−1)

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣1− n
√
xi−1 − n

√
xi−1ξi−1

n
√
xi−1

∣∣∣∣ 1

1 + ξi−1
=

=

∣∣∣∣1− n
√
xi−1

n
√
xi−1

− ξi−1
∣∣∣∣ 1

1 + ξi−1
=

= |θi−1δi−1 − ξi−1|
1

1 + ξi−1
.

Итак,

δi =

∣∣∣∣δi−1 − ξi−1
θi−1

∣∣∣∣ 1

1 + ξi−1
. (1.14)

Оценим невязку, образующуюся, после вы-
полнения первого шага алгоритма. Напом-
ним условия выполнения первого шага 1:
2−n 6 x < 1. Если x = 2−n, то, следуя фор-
мулам алгоритма, получим

δ0 =

∣∣∣∣1− n
√
x0

n
√
x0

∣∣∣∣ = 1 = 21 · 1

2
.

Отсюда следует, что t0 = 1, u0 = 1/2. Да-
лее z0 = 7/10, f(u0, z0) = 2−1, n

√
x1 = 1,

δ1 = 0. Получена точная инверсия. Если же
2−n < x < 1, то выполняется неравенство
δ0 = 2t0u0 < 1, из которого благодаря (1.8)
вытекает, что t0 6 0. Следуя результатам
теоремы 1 и замечанию 1, можем записать

δ1 6 J(θ0, t0, u0, z0) 6
2t0−2

1 + 3 · 2t0−2
6

6
2−2

1 + 3 · 2−2
= 2−2 · 4

7
.

Итак, установлено, что после выполнения
первого шага алгоритма невязка δ1 удовле-
творяет неравенству

δ1 6 2−2 · 4

7
.

Шаг 2. Из соотношений (1.2) и (1.3) сле-
дует, что при θ = −1 функционал J(θ, t, u, z̄)
обладает меньшей степенью сжатия. Поэто-
му будем предполагать, что x1 > 1. Итак,
входные данные второго шага следующие:

θ1 = −1, δ1 ∈
[
0, 2−2 · 4

7

]
, t1 6 −2.

Разобьем отрезок
[
0, 2−2 · 47

]
на промежутки

ω2 =

[
2−3, 2−2 · 4

7

]
, ω3 =

[
2−4, 2−3

)
,

ω4 =
[
2−5, 2−4

)
, . . . .

Для всех j = 3, 4, . . . полуинтервал
ωj ∈

[
2−j−1, 2−j

)
функционалом J(θ, t, u, z̄)

согласно соотношениям (1.2) и (1.3) отобра-
жается в отрезок

ω̄j =

[
0,

2−j−2

1− 3 · 2−j−2

]
, (1.15)

причем ω̄3 ⊃ ω̄4 ⊃ . . . ⊃ ω̄j ⊃ . . .. Уста-
новим теперь границы ω̄2 — образа про-
межутка ω2 при отображении J(θ, t, u, z̄).
Очевидно, левая граница ω̄2 равна нулю.
Определим правую границу. Из неравенства
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2−3 6 δ1 6 2−2 · 47 следует, что t1 = −2. Да-
лее, следуя формулам алгоритма, получаем
z1 = 10/13, u1 6 4/7 < 10/13 = z1. Из по-
следней цепочки отношений следует, что

2t1f(u1, z1) = 2−3.

Обращаясь к (1.14), получим

δ2 6

(
2−2 · 4

7
− 2−3

)
1

1− 2−3
= 2−4 · 16

49
.

Таким образом, установлено, что

ω̄2 =

[
0, 2−4 · 16

49

]
.

Обращаясь к формуле (1.15), находим,
что

ω̄3 =

[
0, 2−4 · 16

29

]
.

Следовательно ω̄2 ⊂ ω̄3.
Таким образом, установлено, что δ2 удо-

влетворяет неравенству

δ2 < 2−4 · 4

7

(
16

29
<

4

7

)
.

Шаг i. Пусть выполнено i−1 шагов алго-
ритма обращения чисел (i − 1 > 2). Предпо-
ложим, что δi−1 удовлетворяет неравенству

δi−1 <
4

7
· 2−2(i−1).

Покажем, что при выполнении последне-
го неравенства после выполнения i-го шага
алгоритма величина δi будет удовлетворять
неравенству

δi <
4

7
· 2−2i.

Примем θi−1 = −1. Обоснование этому
дано при описании второго шага. При описа-
нии i-го шага будем придерживаться той же
схемы изложения, что и при описании второ-
го шага. Входные данные i-го шага следую-
щие:

θi−1 = −1, δ1 ∈
[
0, 2−2(i−1) · 4

7

]
,

t1 6 −2(i− 1).

Разобьем отрезок
[
0, 2−2(i−1) · 47

]
на проме-

жутки

ω2(i−1) =

[
2−2(i−1)−1, 2−2(i−1) · 4

7

]
,

ω2(i−1)+1 =
[
2−2(i−1)−2, 2−2(i−1)−1

)
,

ω2(i−1)+2 =
[
2−2(i−1)−3, 2−2(i−1)−2

)
, . . . .

Отображение промежутков ω̄2(i−1)+1,
ω̄2(i−1)+2, . . . функционалом J(θ, t, u, z̄) рас-
смотрено при описании второго шага. Отме-
тим только, что

ω̄2(i−1)+1 =

[
0,

2−2i−1

1− 3 · 2−2i−1

]
.

Обращаясь к ω̄2(i−1), видим, что

zi−1 =
3− 2−2i+3

4− 3 · 2−2i+2
.

Установим теперь знак разности zi−1 − ui−1

zi−1 − ui−1 >
3− 2−2i+3

4− 3 · 2−2i+2
− 4

7
>

>
3− 2−2i+3

4− 3 · 2−2i+2
−3

4
=

2−2i+2(9− 8)

4(4− 3 · 2−2i+2)
> 0.

Таким образом, ui−1 < zi−1, следователь-
но f(ui−1, zi−1) = 2−1. Обращаясь к формуле
(1.14), получим

δi 6

(
2−2(i−1) · 4

7
− 2−2(i−1)−1

)
1

1− 2−2(i−1)−1
=

=

(
2−2(i−1) · 4

7
− 2−2(i−1) · 1

2

)
1

1− 2−2i+1
=

= 2−2i+2 · 1

14
· 1

1− 2−2i+1
=

= 2−2i−1 · 8

14
· 1

1− 2−2i+1
=

= 2−2i−1 · 4

7
· 1

1− 2−2i+1
.

Итак,

ω̄2(i−1) =

[
0, 2−2i−1 · 4

7
· 1

1− 2−2i+1

]
.

Сопоставляя ω̄2(i−1) и ω̄2(i−1)+1, покажем,
что

ω̄2(i−1) ⊂ ω̄2(i−1)+1.
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Действительно,

1

1− 3 · 2−2i−1
− 4

7
· 1

1− 2−2i+1
=

=
1

1− 3 · 2−2i−1
− 4

7
· 1

1− 4 · 2−2i−1
=

=
7− 28 · 2−2i−1 − 4 + 12 · 2−2i−1

7 (1− 3 · 2−2i−1) (1− 4 · 2−2i−1)
=

=
3− 16 · 2−2i−1

7 (1− 3 · 2−2i−1) (1− 4 · 2−2i−1)
.

Теперь нетрудно видеть, что числитель по-
следней дроби принимает положительные
значения при i > 2.

Таким образом,

δi ∈
[
0,

2−2i−1

1− 3 · 2−2i−1

]
,

но

2−1

1− 3 · 2−2i−1
<

4

7
для всех i > 2,

следовательно,

δi < 2−2i · 4

7

Из последнего неравенства вытекает утвер-
ждаемая теоремой оценка скорости сходимо-
сти. Действительно, следуя определению ве-
личины δi, можем записать неравенство

| n
√
xi − 1| < 2−2i · 4

7
n
√
xi.

Подставляя (1.13), в левую часть последнего
неравенства, получим∣∣ n

√
xci − 1

∣∣ < 2−2i · 4

7
n
√
xi. (1.16)

С другой стороны, непосредственно из (1)
следует, что

n
√
xi =

1

1 + θi2tiui
.

Учитывая последнее соотношение и неравен-
ства 2−1 6 ui < 1 и ti < ti−1 6 −2(i − 1),
покажем, что

4

7
n
√
xi < 1 : (1.17)

4

7
n
√
xi =

4

7
· 1

1 + θi2tiui
<

4

7
· 1

1− 2−2(i−1)
,

далее нетрудно показать, что
4

7
· 1

1− 2−2(i−1)
< 1 для всех i > 2.

Используя доказанное неравенство (1.17)
в соотношении (1.16), запишем∣∣ n

√
xci − 1

∣∣ < 2−2i.

Осуществив умножение обеих частей послед-
него неравенства на ( n

√
x)
−1, получим утвер-

ждаемую теоремой 2 оценку (1.9).
Теорема доказана.
В заключение отметим следующее. Пусть

y = 2kx — произвольное число. Если k — чис-
ло кратное n, то

(
√
y)−1 = 2−k/n

(
n
√
x
)−1

,

в противном случае

( n
√
y)−1 = 2−(k+t)/n

(
n
√

2−tx
)−1

,

где t — целое число, удовлетворяющее нера-
венству 1 6 t 6 n−1, (k+ t) — число кратное
n.

2. Обсуждение результатов

Изложенный алгоритм обладает регуляр-
ностью (см. оценку (1.9)), что создает отлич-
ные предпосылки для его отображения на ап-
паратуру, в частности допускает конвейери-
зацию вычислительного процесса.

Вторым достоинством алгоритма являет-
ся его экономичность. Пусть 2−m — допу-
стимая (приемлемая) погрешность инверсии
числа х, где m — четное положительное чис-
ло, тогда положив i = m/2 и подставив его в
неравенство (1.9) получим неравенство∣∣∣сm/2 − ( n

√
x
)−1∣∣∣ < 2−m

(
n
√
x
)−1

,

из которого видно, что для достижения при-
емлемой точности представления числа про-
изведением двучленов с помощью предло-
женного алгоритма потребуется не болееm/2
двучленов (в предложенном алгоритме вы-
полняются лишь m/2 операций сложения).

Изложенный алгоритм предназначен
прежде всего для выполнения операции де-
ления. Пусть заданы числа x и y и n равен
1 или 2 (α = 1/n). Требуется вычислить
отношение y/xα. Обозначим y0 = y, тогда,
осуществляя вычисления по формуле

yi = yi−1(1 + θi−12
ti−1f(ui−1, zi−1)),

i = 1,m/2,



24 Бабенко В.Н.

получим приближенное значение величины
y/xα с указанной выше приемлемой точно-
стью, при этом потребуется выполнить m/2
операций сравнения и сложения. Если же де-
ление осуществлять на умножителе, то по-
требуется выполнять m операций сравнения
и сложения, к тому же выполнение операции
извлечения квадратного корня тоже требу-
ет затрат машинного времени. Из этого срав-
нения следует, что предложенный алгоритм
может быть включен в состав аппаратного
математического обеспечения каждого пер-
сонального компьютера для осуществления
операции деления.

Однако особую эффективность этот ал-
горитм приобретает при его использовании
в качестве вычислительного элемента вы-
сокопроизводительных вычислительных си-
стем. Одной из основных операций вычис-
лительной математики является нормиров-
ка вектора, которая обычно состоит в де-
лении компонент вектора y на xα (α равен
1 или 1/2). Введем обозначения: b = y/xα,
y10 = y1, . . . , yN0 = yN . Тогда вычисления по
формулам

yji = yj,i−1(1 + θi−12
ti−1f(ui−1, zi−1)),

j = 1, N, i = 1,m/2,

которые осуществляются параллельно, да-
дут вектор, приближенный к вектору b с при-
емлемой точностью.

В [1] описано устройство нормировки век-
тора, реализующее алгоритм инверсии при
n = 1. Предложенный алгоритм положен
также в основу другого спроектированного
устройства нормировки вектора при n = 2,
структурная схема которого представлена на
рисунке. На оба устройства получены патен-
ты.

Устройство нормировки вектора содер-
жит блок инверсии радикала и n блоков
нормировки. Блок инверсии радикала пред-
ставляет собой цепочку из [m/2] каскадов,
каждый из которых, за исключением по-
следнего, содержит схему формирования ко-
да сдвига 1, схему сдвига 2, схему фор-
мирования кода установления режима ра-
боты сумматора-вычитателя 3 и сдвоенный
сумматор-вычитатель 4, соединенных как по-
казано на рисунке. Последний каскад содер-
жит схему формирования кода сдвига 1 и
схему формирования кода установления ре-
жима работы сумматора-вычитателя 3. Каж-
дый блок нормировки также представля-

ет собой цепочку из m/2 каскадов, каж-
дый из которых содержит схему сдвига 2 и
сумматор-вычитатель 5 (рисунок).

Устройство спроектировано для 32-
разрядных чисел, представленных в формате
с плавающей запятой (24 разряда отведено
под мантиссу и 8 — под порядок). На вход
заявляемого устройства подаются число а
и компоненты вектора x = (x1, . . . , xn), где
n > 2. На выходе устройства получают ком-
поненты вектора u = (u1, . . . , un), определя-
емые соотношениями ui = xi/

√
a.

Для обеспечения точности выходных
величин промежуточные вычисления осу-
ществлялись на (m+ r)-разрядных суммато-
рах, где r — число дополнительных младших
разрядов, выделяемых под мантиссу. При
r = 5 погрешность вычисления выходных ве-
личин не превышает цены их младшего раз-
ряда.

Для обеспечения сходимости процесса
вычислений в состав каждого блока нор-
мировки входит всего лишь [m/2] суммато-
ров. Всего же в состав устройства входит
[m/2] (n+ 1) сумматоров.

При n = 2 устройство аппаратно реали-
зовано на программируемой логической ин-
тегральной схеме (ПЛИС) «EP1K50FC484-1»
семейства АСEX1K производства фирмы
«Altera».

Технические характеристики этого
устройства:

1) максимально допустимая тактовая ча-
стота — 2, 78 · 107 Гц;

2) номинальная производительность —
5, 56 · 107 операций/с;

3) время отклика (заполнения конвейе-
ра) — 432 · 10−9 с.

В заключение автор выражает благодар-
ность и признательность Е.А. Семенчи-
ну за оказываемую всестороннюю помощь и
поддержку.
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