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Within the framework of computer algebra system Maple an interactive program shell for
analysis of nonlinear elastic problems has been developed. The set of algorithms of automatic
generation of boundary-value problems of equilibrium, both in Cartesian as well as in othogonal
curvilinear co-ordinate systems, was implemented. The integration of numerical tools embedded
in the Maple system with resourses of the finite-element modeling environment FlexPDE was
realized to perform the numerical analysis of nonlinear partial differential equations. Some
model problems demonsrtating main abilities of the program shell to solve direct and inverse
problems of nonlinear elasticity are presented.
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Введение

Одним из важных требований, предъяв-
ляемым к математическим моделям, изуча-
емым методами механики сплошной среды,
является учет нелинейности. Актуальность
этого требования связана, прежде всего, с
расширяющимся кругом задач об изучении
поведения мягких биологических тканей [1],
которые и в условиях своего естественного
функционирования и в процессе оперативно-
го вмешательства [2, 3] подвергаются боль-
шим деформациям.

Для тел канонической формы при ана-
лизе задач нелинейной механики, в частно-
сти, нелинейной теории упругости, успеш-
но применяется полуобратный метода Сен-
Венана [4], который позволяет снизить раз-
мерность и свести плоскую или простран-
ственную задачу к краевой задаче для ОДУ.
Аппарат аналитического и численного ана-
лиза этого типа задач можно считать до-

статочно разработанным [5, 6]. Применение
численных методов в сочетании со средства-
ми пакетов компьютерной алгебры позволя-
ет добиться высокого уровня автоматизации
исследований.

Однако при моделировании биологиче-
ских тканей даже анализ экспериментов по
определению их материальных параметров
приводит к существенно неодномерным за-
дачам. Особенности поведения этих тканей
не позволяют применять стандартные тесты,
пригодные для классических конструкцион-
ных материалов – из них нельзя изготовить,
например, длинный цилиндрический обра-
зец для опытов по одноосному растяжению.
Существующие экспериментальные методи-
ки, например, исследование растяжения тон-
кого диска из мягкого материала, края ко-
торого приклеены к перемещаемым плоско-
стям [2], требуют для своего описания ана-
лиза нелинейных дифференциальных урав-
нений в частных производных.
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Еще одной актуальной проблемой в меха-
нике сплошной среды является вопрос иден-
тификации неоднородностей, например де-
фектов производства резинотехнических из-
делий либо различных новообразований в
мягких биологических тканях [3, 7]. Учет
неоднородностей даже в классическом экспе-
рименте по одноосному растяжению цилин-
дрического образца приводит к неодномер-
ной задаче, причем существенно нелинейной
в случае учета больших деформаций.

В данной работе описан подход к реше-
нию задач нелинейной теории упругости с
применением специально разработанной про-
граммной оболочки, в которой возможности
системы компьютерной алгебры Maple [8] по
автоматизированному генерированию нели-
нейных краевых задач объединены с возмож-
ностями среды конечно-элементного модели-
рования FlexPDE [9] по их эффективному
численному исследованию. Возможности по-
добной интеграции были применены ранее
для исследования задачи растяжения прямо-
угольника жесткими захватами [10]. Потен-
циал разработанной интерактивной оболоч-
ки для анализа прямых и обратных задач
нелинейной теории упругости продемонстри-
рован рядом тестовых задач о растяжении
прямоугольника с отверстием.

1. Автоматизация процесса решения
задач нелинейной теории упругости

Процесс автоматизации, реализованный в
разработанной программной оболочке, мож-
но условно разбить на следующие этапы:
описание геометрии и задание граничных
условий, генерирование уравнений равнове-
сия по заданной функции энергии деформа-
ции и деформационному закону (полуобрат-
ному представлению деформации), генериро-
вание файла на встроенном скриптовом язы-
ке пакета FlexPDE для решения полученной
краевой задачи, проведение расчетов в среде
FlexPDE и, наконец, перевод полученных ре-
зультатов обратно в Maple для обработки и
анализа.

На первом этапе, в рамках среды Maple,
пользователь задает функцию энергии де-
формации W , определяет деформационный
закон и геометрию области для конкретной
задачи. При описании геометрии от пользо-
вателя требуется лишь базовое знакомство
с синтаксисом пакета FlexPDE. Дальнейшая

автоматизация процесса исследований осно-
вана на обработке в Maple уравнений равно-
весия нелинейной теории упругости [4]

div D = 0 (1.1)

при учете определяющего соотношения для
тензора напряжений Пиолы D

D =
∂W

∂С
, (1.2)

где С — градиент деформации, матрица ком-
понент которого вычисляется с учетом вы-
бранной пользователем системы координат
и заданного им полуобратного представле-
ния деформации. В (1.1) div — оператор ди-
вергенции в отсчетной (недеформированной)
конфигурации.

Полученные в среде Maple на основе
(1.2) выражения для компонент D транс-
лируются в синтаксис, распознаваемый сре-
дой FlexPDE, например, в синтаксис MatLab,
для чего используются встроенные функции
преобразования и оптимизации программно-
го кода. Уравнения (1.1) записываются в тек-
стовый файл-шаблон на скриптовом языке
пакета FlexPDE с учетом выбранной систе-
мы координат. Например, в случае использо-
вания декартовых координат им соответству-
ют следующие три строчки кода:

DX(D11) + DY(D12) + DZ(D13) = 0

DX(D21) + DY(D22) + DZ(D23) = 0

DX(D31) + DY(D32) + DZ(D33) = 0

Символами DX, DY и DZ в среде FleхPDE обо-
значаются операторы частных производных
по соответствующей (декартовой) координа-
те.

Обмен данными между средами осу-
ществляется с помощью специально создан-
ных командных файлов. Они используют-
ся для запуска среды FlexPDE из пакета
Maple, а также для закрытия среды конечно-
элементного моделирования по окончании
расчетов и возвращения фокуса ввода в
Maple. Среда Maple может генерировать и
передавать для расчетов только один тексто-
вый файл на языке FlexPDE. Однако в за-
висимости от вида задачи этот процесс мо-
жет быть итерационным, когда в цикле со-
здается последовательность файлов с раз-
личными параметрами, последовательно пе-
редающимися для расчетов. При этом новый
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файл может быть сгенерирован с учетом дан-
ных, полученных на предыдущем этапе ре-
шения (например, когда начальное прибли-
жение очередного шага метода продолжения
по параметру выбирается на основе результа-
тов предыдущего шага). Генерирование ново-
го файла может осуществляться как автома-
тически, так и в режиме ожидания ручной
корректировки данных пользователем. Ин-
терфейс диалогового режима работы с поль-
зователем реализован с помощью технологии
Maplets [5].

2. Модельные задачи

В данном разделе описаны некоторые по-
становки задач нелинейной теории упруго-
сти, демонстрирующие возможности разра-
ботанной интерактивной системы. Резуль-
таты их численного решения приведены в
разделе 3. Для описания нелинейно-упругих
свойств материала в работе использована
упрощенная модель материала Блейтца и
Ко, функция удельной потенциальной энер-
гии которого имеет вид [4]

W =
1

2
µ

(
I2
I3

+ 2
√
I3 − 5

)
,

где I1, I2, I3 — главные инварианты меры де-
формации Коши, µ — модуль сдвига. Выбор
данной модели связан с ее широким примене-
нием для моделирования упругих свойств ре-
зиноподобных и биологических материалов
при больших деформациях.

2.1. Растяжение прямоугольника с
отверстием

В отсчетной конфигурации исследуемый
образец представляет собой прямоугольник
высоты h и ширины w. Его нижняя сторо-
на жестко защемлена, к верхней приложена
равномерно распределенная нагрузка P. Бо-
ковые грани свободны от напряжений, в цен-
тре образец имеет круглое отверстие радиуса
r. В рамках плоской деформации X1 = X1(x1, x2),

X2 = X2(x1, x2),
X3 = x3,

(2.1)

необходимо построить диаграмму растяже-
ния образца, т.е. зависимость между прило-
женной нагрузкой и относительным удлине-
нием ∆h/h. В (2.1) xi, Xj — декартовы ко-
ординаты точек прямоугольника в отсчетной

и актуальной конфигурациях соответствен-
но. С учетом (2.1) система уравнений (1.1)
принимает вид:

∂Dα1

∂x1
+
∂Dα2

∂x2
= 0, α = 1, 2,

где Dαβ – компоненты тензора Пиолы в де-
картовых координатах.

Считая нагрузку P мертвой [4], запишем
граничные условия в виде

u|S1
= 0,n · D|S2

= 0,n · D|S3
= P,

n · D|S4
= 0; n · D|S5

= 0,

где u — перемещение, S1, S3, S2 и S4 — ниж-
няя, верхняя и боковые стороны прямоуголь-
ника соответственно, S5 — граница отвер-
стия, n — вектор нормали к соответствующей
стороне.

Кроме построения диаграммы нагруже-
ния представляет интерес также распреде-
ление напряжений в образце и зависимость
формы отверстия в деформированном состо-
янии от величины нагрузки. Заметим, что
данная задача (в рамках линейной теории
упругости) включена в базовый пакет доку-
ментации среды конечно-элементного моде-
лирования FlexPDE.

2.2. Пример обратной геометрической
задачи

Разработанная оболочка позволяет ре-
шать простейшие обратные задачи, в част-
ности осуществлять подбор по некоторой
информации о деформированном состоянии
(величине относительного удлинения, отно-
шении сторон образца и т.п.) характеристик
исходной задачи (силовые параметры, харак-
теристики материала и т.п.). В качестве при-
мера рассмотрим следующую задачу. Дан
квадрат со стороной d, в центре которого
имеется эллиптическое отверстие с полуося-
ми a и b. Нижняя сторона квадрата защем-
лена, верхняя – жестко сцеплена с поверхно-
стью абсолютно твердого тела, которое мо-
жет перемещаться в вертикальном направле-
нии; боковые стороны свободны от напряже-
ний. Известно, что после растяжения квад-
рата на k%, отверстие приняло форму фи-
гуры, у которой полуоси A и B одинако-
вы. Требуется установить значение парамет-
ра a/b — отношения полуосей эллипса в от-
счетной конфигурации.
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Рис. 1. Растяжение прямоугольника
с отверстием

0 10 20

∆h

h
, %

0

0.1

0.2

0.3

0.4

P

µ

1
2

Рис. 2. Диаграммы растяжения
прямоугольника

2.3. Влияние неоднородности на диаграмму
растяжения

В качестве демонстрации возможностей
разработанной системы по решению «цикли-
ческих» задач рассмотрим растяжение пря-
моугольника с круглым отверстием радиу-
са r, центр которого может располагаться на
окружности радиуса R внутри растягиваемо-
го тела (рис. 1). Для изучения влияния поло-
жения отверстия на удлинение ∆h/h и утонь-
шение ∆w/w в середине образца необходи-
мо решить последовательность из 50 задач,
соответствующих смещению центра внутрен-
ней окружности на 7,2◦, так чтобы в итоге
эта окружность совершила полный оборот.

3. Численные результаты

На рис. 2 представлены диаграммы рас-
тяжения для прямоугольника с отверстием в
центре (сплошная линия) и без него (пунк-
тирная линия) при использовании моделей
линейной (линии 1) и нелинейной (линии 2)
теории упругости. При проведении расчетов
полагалось h/w = 5, r/w = 0,125. Видно, что
при удлинении до 5% решения линейной и
нелинейной теорий практически совпадают;
нелинейная модель в области больших де-
формаций является более «мягкой»; наличие
отверстия уменьшает угол наклона диаграм-
мы нагружения.

На рис. 3 представлена зависимость от-
ношения полуосей фигуры, в которую при
растяжении преобразуется круг, от величины
нагрузки P . Для сравнения на графике пунк-
тирной линией изображена кривая зависимо-
сти, соответствующей линейной теории упру-
гости. Видно, что при P/µ = 0,15 имеется по-
чти двукратное отличие между решениями.
В то же время, расчеты напряжений показа-
ли, что величина коэффициента интенсивно-
сти напряжений в рассмотренном диапазоне
нагрузок отличается от линейной теории не
более чем на 1%.

На рис. 4 представлены результаты реше-
ние обратной задачи по восстановлению от-
ношения полуосей эллиптического отверстия
на основе информации об удлинении содер-
жащей это отверстие фигуры. При фикси-
рованных значениях параметров k и b под-
бор параметра a осуществлялся итерацион-
но. При этом в среде Maple автоматически
последовательно генерировался, а затем пе-
редавался для выполнения необходимый на-
бор из пятнадцати – двадцати (в зависимо-
сти от настроек точности и геометрических
соотношений) скриптов для анализа в среде
FlexPDE, причем генерируемый текст в каж-
дом последующем из них существенно ис-
пользовал информацию о предыдущем шаге.
Несмотря на весьма громоздкий характер ре-
шаемых на каждом шаге нелинейных задач,
весь процесс восстановления информации в
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Рис. 3. Зависимость отношения полуосей
отверстия от растягивающей нагрузки
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Рис. 4. Восстановление отношения полуосей
отверстия по относительному удлинения

заданном диапазоне изменения длины зани-
мал от 10 до 20 мин.

На рис. 5 приведены некоторые результа-
ты анализа задачи, сформулированной выше
в п. 2.3., для прямоугольника с соотношени-
ем сторон h/w = 5, в котором центр окруж-
ности радиуса r = 0,125w перемещался по
окружности радиуса R = 0.5w. Растягиваю-
щая нагрузка была фиксирована таким обра-
зом, чтобы относительное удлинение образца
составляло порядка 10%, т.е. лежало в об-
ласти нелинейной упругости. По оси абсцисс
на рис. 5 отложен номер N вычислительного
эксперимента. Исследуемые объекты в каж-
дом из таких экспериментов различались по-
ложением отверстия: номеру N соответство-
вал поворот центра отверстия на угол 7,2N
градусов вокруг центра прямоугольника. Ре-
шение линейной теории изображено сплош-
ной линией, нелинейной теории — кружками.

Форма полученных кривых свидетель-
ствует о достаточно весомом влиянии поло-
жения отверстия на величину исследуемых
параметров. Максимальный разброс величин
удлинения и утоньшения при различных по-
ложениях отверстия (в пределах рассматри-
ваемого контура) и фиксированной величине
нагрузки составила почти 10%.

Заключение

В среде компьютерной алгебры Maple
разработан алгоритм автоматической гене-
рации краевых задач двумерной и трехмер-

ной нелинейной теории упругости о равнове-
сии тел, в том числе неканонической формы.
Реализована схема автоматического опреде-
ления типа задачи (одномерная, т.е. сво-
дящаяся к краевой задаче для одного или
нескольких обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений, двумерная или трехмерная)
и выбора соответствующего типа «решате-
ля». Для решения неодномерных задач осу-
ществлена интеграция возможностей пакета
Maple и системы конечно-элементного анали-
за FlexPDE, позволяющая на основе задан-
ной пользователем геометрии области, ви-
да нагружения и модели материала (упру-
гого потенциала) в автоматизированном ре-
жиме провести полный анализ соответству-
ющей задачи. Разработанная система позво-
ляет, в частности, решать простейшие обрат-
ные задачи по подбору или определению од-
ной скалярной характеристики (геометриче-
ского, материального или силового парамет-
ра) рассматриваемой системы.
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