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TO MODELS OF THE CALCULATION OF TENSE-DEFORMATION STATE OF SYSTEM
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There was studied waste of oil industry generated at the stage of winterization process of
vegetable oil refining. The composition and structure of the organic waste materials is defined
by chromatography-mass spectrometry, infrared spectroscopy. The application of the waste of
oil industry as a modifier in the disposal of oily waste chemically is proved.
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Современные подходы к изучению и
оценке устойчивости сооружений, определе-
нию их прочностных характеристик вклю-
чают различные теоретические и экспери-
ментальные методы [1–5]. Задачи расчета
поверхностных сооружений, анализа состо-
яния системы основание–фундамент связа-
ны с проблемами сейсмостойкого строитель-
ства. Для прогноза катастрофических собы-
тий большое значение имеет исследование
пространственно-временного распределения
напряжений в основании, кроме того, в ин-
женерной практике при обследовании дефор-
мирующегося грунта в процессе передачи на-
грузки, расчете виброзащиты и т.п. возника-
ет необходимость анализа особенностей отто-
ка волновой энергии из зоны нагружения. Ре-
шение этих задач требует развития теорети-
ческого аппарата и алгоритмов изучения ос-
новных механизмов контактного взаимодей-
ствия конструкций и сооружений с упругим
основанием при динамических воздействиях
сейсмического и техногенного характера.

Часто используемым инструментарием
решения динамических контактных задач

теории упругости о взаимодействии жестко-
го тела с деформируемой средой, моделиру-
ющих состояние фундаментов и оснований,
являются численные методы, которые не все-
гда позволяют отслеживать влияние на ре-
шение отдельных параметров системы, а так-
же их взаимное влияние. Краевые задачи
теории упругости, порождаемые указанны-
ми проблемами, достаточно сложны и тре-
буют использования комплекса конструктив-
ных аналитических и численных методов. Ре-
ализуемые в работе подходы позволяют ис-
следовать модели фундаментов различных
типов, в том числе свайных, моделируемых
системой жестких вертикальных включений,
под действием вибрационных нагрузок.

Рассматриваются установившиеся коле-
бания упругой полуограниченной среды под
действием поверхностных и вертикально
ориентированных внутренних нагрузок. В
работе представлен метод решения задачи
для однородной среды, который может быть
обобщен для случая слоистого основания.

В круговой области (r 6 a, z = 0) на
поверхности упругой среды приложена гар-
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моническая вертикальная осесимметричная
нагрузка, закон изменения которой описыва-
ется заданной функцией Re

[
p (r) e−iωt

]
(r —

радиус-вектор точки плоскости, ω — частота
колебаний, t — время). Система вертикально
ориентированных заглубленных источников,
совершающих вертикальные и горизонталь-
ные колебания, образует цилиндрическую
поверхность: r = r0 (r0 > a), −h0 6 z 6 0.
Смещения точек среды в цилиндрической си-
стеме координат характеризуются вектором
амплитуд перемещений u = {ur, uz} и описы-
ваются динамическими уравнениями Ляме.
Распределенная по глубине нагрузка (вклю-
чения) моделируется компонентами объем-
ной силы — Xr, Xz. Решение задачи принад-
лежит классу обобщенных функций, так как
нагрузка распределенная по длине включе-
ний, имеет пространственную локализацию,
моделируемую дельта-функцией Дирака

Xr = Re
[
fr (z) δ (r − r0) e−iωt

]
,

Xz = Re
[
fz (z) δ (r − r0) e−iωt

]
.

Далее временной множитель опущен.
Математическая постановка задачи для

упругой среды, содержащей включения, за-
пишется следующим образом:

(λ+ 2µ)

[
∂2ur
∂r2

+
1

r

∂ur
∂r
− 1

r2
ur

]
+

+ (λ+ µ)
∂

∂r

[
∂uz
∂z

]
+ µ

∂2ur
∂z2

+ ω2ρur =

= fr (z) δ (r − r0) , (1)

(λ+ 2µ)
∂2ũz
∂z2

+ µ

[
∂2uz
∂r2

+
1

r

∂uz
∂r

]
+

+ (λ+ µ)
∂

∂z

[
∂ur
∂r

+
1

r
ur

]
+ ω2ρuz =

= fz (z) δ (r − r0) ,

где λ, µ — константы Ламе, ρ — плотность.
Граничные условия на поверхности среды

при z = 0 заданы в виде

µ

[
∂uz
∂r

+
∂ur
∂z

]
= 0;

(λ+ 2µ)
∂uz
∂z

+ λ

[
∂ur
∂r

+
1

r
ur

]
=

=

{
p (r) , r 6 a;

0, r > a.
(2)

В случае полупространства

ur (r, z) , uz (r, z)→ 0 при z → −∞. (3)

Для слоя толщины h, жестко сцепленного с
недеформируемым основанием,

ur (r,−h) = uz (r,−h) = 0. (4)

В качестве условий излучения используется
принцип предельного поглощения.

Используя схему решения, изложенную
в [6,7], c помощью интегрального преобразо-
вания Бесселя система (1) сводится к систе-
ме обыкновенных дифференциальных урав-
нений (ОДУ), решение которой строится в
виде суперпозиции общего и частного реше-
ний.

Рассмотрим построение решения задач
на примерах однородного упругого слоя, за-
нимающего в цилиндрической системе ко-
ординат объем (0 < r < +∞; −h 6 z 6 0),
с жестко защемленной нижней гра-
нью и однородного полупространства
(0 < r < +∞; −∞ < z 6 0).

Сведя (1)–(3) к краевой задаче для систе-
мы обыкновенных дифференциальных урав-
нений (ОДУ), решение последней можно
построить методами общей теории ОДУ.
Применяя к соответствующим компонентам
вектора-функции найденного решения об-
ратные интегральные преобразования, полу-
чаем решение исходной краевой задачи (1)–
(3) в интегральной форме

ur (r, z) =

=

∞∫
0

(
D1 (α)P (α, z) +D2 (α)M (α, z) +

+K1 (α, z)
)
αJ1 (αr) dα, (5)

uz (r, z) =

=

∞∫
0

(
D1 (α)R (α, z) +D2 (α)S (α, z) +

+K2 (α, z)
)
αJ0 (αr) dα.

Здесь

P (α, z) = α [seσ1z − σ1σ2e
σ2z] ∆−1 (α) ,

R (α, z) = −σ1

[
seσ1z − α2eσ2z

]
∆−1 (α) ,

S (α, z) = α [−σ1σ2e
σ1z + seσ2z] ρ−1c−2

1 ∆−1 (α) ,

M (α, z) = σ2

[
α2eσ1z − seσ2z

]
ρ−1c−2

1 ∆−1 (α) ;
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D1 (α) =

=

(
p (α)

ρc2
1

−2C2
21

(
sg−1 (−h0) + ασ2g

−
2 (−h0)

))
,

D2 (α) = −2ρc2
2

(
ασ1g

−
1 (−h0) + sg−2 (−h0)

)
,

K1 (α, z) = αg+
1 (z) eσ1z+

+ α
[
g−1 (z)− g−1 (−h0)

]
e−σ1z−

−σ2g
+
2 (z) eσ2z+σ2

[
g−2 (z)− g−2 (−h0)

]
e−σ2z,

K2 (α, z) = −σ1g
+
1 (z) eσ1z+

+ σ1

[
g−1 (z)− g−1 (−h0)

]
e−σ1z+

+αg+
2 (z) eσ2z+α

[
g−2 (z)− g−2 (−h0)

]
e−σ2z;

g±1 (z) =
r0

2ρω2σ1

(
± αJ1 (αr0)ϕ∓r1 (z) +

+ σ1J0 (αr0)ϕ∓z1 (z)
)
,

g±2 (z) =
r0

2ρω2σ2

(
σ2J1 (αr0)ϕ∓r2 (z)±

± αJ0 (αr0)ϕ∓z2 (z)
)
;

ϕ∓rk (z) =

z∫
0

fr (ζ) e∓σkζdζ,

ϕ∓zk(z) =

z∫
0

fz (ζ) e∓σkζdζ, k = 1, 2;

p (α) =

∞∫
0

p (r) rJ0 (αr) dr,

∆ (α) = 2C2
21

(
α2σ1σ2 − s2

)
,

s = α2 − 0, 5κ2
2, C2

21 = (c2/c1)2 ,

σj =
√
α2 − κ2

j , κ2
j = (ω/cj)

2 ,

κj — волновые числа продольной и попе-
речной волн соответственно (j = 1, 2). Ко-
эффициенты λ и µ могут быть определе-
ны через значения скоростей продольной
c1 =

√
(λ+ 2µ)/ρ и поперечной c2 =

√
µ/ρ

волн.
Аналогично строится решение краевой

задачи (1), (2), (4). В результате получаем
решение в интегральной форме вида (5), где

P (α, z) =
[
αeσ1z∆11 + αe−σ1z∆12−

− σ2e
σ2z∆13 + σ2e

−σ2z∆14

]
∆−1 (α) ,

R (α, z) =
[
αe−σ2z∆14 − σ1e

σ1z∆11+

+ σ1e
−σ1z∆12 + αeσ2z∆13

]
∆−1 (α) ,

M (α, z) =
[
αeσ1z∆21 + αe−σ1z∆22−

− σ2e
σ2z∆23 + σ2e

−σ2z∆24

]
∆−1 (α) ,

S (α, z) =
[
− σ1e

σ1z∆21 + σ1e
−σ1z∆22+

+ αeσ2z∆23 + αe−σ2z∆24

]
∆−1 (α) ;

∆ = 16C2
21ρc

2
2

[
σ1σ2

(
s2 + α4

)
×

× ch (σ1h) ch (σ2h)−
− α2

(
s2 + σ2

1σ
2
2

)
sh (σ1h) sh (σ2h)−

− 2sα2σ1σ2

]
,

∆11 = 4ρc2
2

[
α2σ1σ2 − seσ1hχ−2

]
,

∆12 = 4ρc2
2

[
α2σ1σ2 − se−σ1hχ+

2

]
,

∆13 = −4ρc2
2ασ1

[
eσ2hφ−1 + s

]
,

∆14 = 4ρc2
2ασ1

[
s− e−σ2hφ+

1

]
,

∆21 = −4C2
21ασ2

[
eσ1hφ−2 + s

]
,

∆22 = 4C2
21ασ2

[
s− e−σ1hφ+

2

]
,

∆23 = 4C2
21

[
α2σ1σ2 − seσ2hχ−1

]
,

∆24 = 4C2
21

[
α2σ1σ2 − se−σ2hχ+

1

]
,

где

χ±j = σ1σ2 ch (σjh)± α2 sh (σjh) ,

φ±j = σ1σ2 sh (σjh)± α2 ch (σjh) ,

j = 1, 2;

D1 (α) =

=

(
p (α)

ρc2
1

− 2C2
21

[
s
(
g+

1 (−h0) + g−1 (−h0)
)
−

− ασ2

(
g+

2 (−h0)− g−2 (−h0)
) ])

,
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D2 (α) = 2ρc2
2

[
ασ1

(
g+

1 (−h0)− g−1 (−h0)
)
−

− s
(
g+

2 (−h0) + g−2 (−h0)
) ]
,

K1 (α, z) = α
[
g+

1 (z)− g+
1 (−h0)

]
eσ1z+

+ α
[
g−1 (z)− g−1 (−h0)

]
e−σ1z−

− σ2

[
g+

2 (z)− g+
2 (−h0)

]
eσ2z+

+ σ2

[
g−2 (z)− g−2 (−h0)

]
e−σ2z,

K2 (α, z) = −σ1

[
g+

1 (z)− g+
1 (−h0)

]
eσ1z+

+ σ1

[
g−1 (z)− g−1 (−h0)

]
e−σ1z+

+ α
[
g+

2 (z)− g+
2 (−h0)

]
eσ2z+

+ α
[
g−2 (z)− g−2 (−h0)

]
e−σ2z.

На основе полученных интегральных пред-
ставлений решения задачи (1)–(3) методом
стационарной фазы построены асимптоти-
ки амплитуд P , S-волн в упругом полупро-
странстве при R→∞, π/2 < ψ 6 π

ur1 (ψ,R) = −α
2 ctgψe−iRκ1

R
×

×(sDp (α)−Df1 (α,−h))

∣∣∣∣
α=κ1 sinψ

+O
(
R−2

)
,

uz1 (ψ,R) =
iασ1 ctgψe−iRκ1

R
×

× (sDp (α)−Df1 (α,−h))

∣∣∣∣
α=κ1 sinψ

+

+O
(
R−2

)
, (6)

ur2 (ψ,R) =
ασ2 ctgψe−iRκ2

R
×

× (ασ1Dp (α)−Df2 (α,−h))

∣∣∣∣
α=κ2 sinψ

+

+O
(
R−2

)
,

uz2(ψ,R) = − iα
2 ctgψe−iRκ2

R
×

× (ασ1Dp (α)−Df2 (α,−h))

∣∣∣∣
α=κ2 sinψ

+

+O
(
R−2

)
.

Здесь введены следующие обозначения:

Dp (α) =
p (α)

ρc2
1∆ (α)

,

Df1 (α, z) =

= Φ
(
σ−1

1 g−2 (−h0) , g−1 (−h0)
)
− g+

1 (z) ,

Df2 (α, z) =

= Φ
(
σ−1

2 g−1 (−h0) , g−2 (−h0)
)
− g+

2 (z) ,

где

Φ (g, f) = 2C2
21

(
2αsσ1σ2g+

+
(
s2 + α2σ1σ2

)
f
)
∆−1 (α) ,

urj , uzj (j = 1, 2) — горизонтальные и вер-
тикальные составляющие амплитуд соответ-
ственно, индекс 1 относится к P -волне, 2 —
S-волне.

Из интегральных представлений решения
задачи (5) на поверхности упругого полупро-
странства (при z = 0), применяя процеду-
ру замыкания контура и используя теоре-
му Коши о вычетах, получены аналитиче-
ские выражения для амплитуд волн Релея
при r →∞

uβ (r, 0) =

= i

√
2πζ

r

Qβ1 (ζ)−Qβ2 (ζ)

2ρc2
2∆̄ (ζ)

ei(ζr−
3π
4 )+

+O
(
r−3/2

)
, (7)

β = r, z.

Здесь

Qr1 (α) = p (α)α (s− σ1σ2) ,

Qr2 (α) = 2ρc2
2κ

2
2σ2

(
ασ1g

−
1 (−h0) + sg−2 (−h0)

)
,

Qz1 (α) = p (α)κ2
2σ1,

Qz2 (α) = 4ρc2
2κ

2
2σ1

(
sg−1 (−h0) + ασ2g

−
2 (−h0)

)
,

∆̄ (α) = 2ασ1σ2 +α3 (σ1σ2)−1 (σ2
1 + σ2

2

)
− 4αs.

При этом вклад интегралов по берегам
разрезов, определяемых точками ветвления
ζ = κ1, κ2, имеет больший порядок убывания
O
(
r−3/2

)
, чем вклад полюсов O

(
r−1/2

)
[8].

Используя интегральные представления
решения задачи (1), (2), (4), по тому же ал-
горитму построены аналитические выраже-
ния для амплитуд волн Релея на поверхно-
сти упругого слоя (z = 0) при r →∞. В этом
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случае в соотношения (7) следует подставить
функции следующего вида:

Qr1 (α) = p (α)α
(
σ1σ2

(
α2 + s

)
×

× (1− ch (σ1h) ch (σ2h)) +

+
(
α2s+ σ2

1σ
2
2

)
sh (σ1h) sh (σ2h)

)
,

Qr2 (α) =

= ρc2
2κ

2
2σ2

(
g+

1 (−h0)ασ1

(
s− e−σ1hφ+

2

)
+

+ g−1 (−h0)ασ1

(
s+ eσ1hφ−2

)
+

+ g+
2 (−h0)

(
α2σ1σ2 − se−σ2h ch i+1

)
−

− g−2 (−h0)
(
α2σ1σ2 − seσ2h ch i−1

))
,

Qz1 (α) = p (α)κ2
2

(
α2 ch (σ1h) sh (σ2h)−
− σ1σ2 sh (σ1h) ch (σ2h)

)
,

Qz2 (α) =

= 2ρc2
2κ

2
2σ1

(
g+

1 (−h0)

(
α2σ1σ2 − se−σ1hχ+

2

)
−

− g−1 (−h0)
(
α2σ1σ2 − seσ1hχ−2

)
+

+ g+
2 (−h0)ασ2

(
s− e−σ2hφ+

1

)
+

+ g−2 (−h0)ασ2

(
s+ eσ2hφ−1

))
,

∆̄ (α) = α
(
(
(
σ2

1 + σ2
2

)
σ−1

1 σ−1
2

(
s2 + α4

)
+

+ 4σ1σ2

(
s+ α2

)
) ch (σ1h) ch (σ2h) +

+ h
(
σ1

(
s2 + α4

)
− α2σ−1

1

(
s2 + σ2

1σ
2
2

))
×

× ch (σ1h) sh (σ2h) +

+ h
(
σ2

(
s2 + α4

)
− α2σ−1

2

(
s2 + σ2

1σ
2
2

))
×

× sh (σ1h) ch (σ2h)−
− 2

(
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2
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(
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×
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− 4σ1σ2

(
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)
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1 σ−1
2

(
σ2

1 + σ2
2

) )
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Численные расчеты проводились для верти-
кальных нагрузок. При этом усилия, прило-
женные к поверхности среды

s
Ω p (r, ϕ) dΩ

и к вертикально ориентированному включе-
нию

∫ 0
−h0 f (z) dz, считались равными по ве-

личине и противоположными по направле-
нию. В качестве функции, описывающей рас-

пределение нагрузки на вертикально ориен-
тированных включениях, использовалась ли-
нейная функция

f (z) = kz + b,

где

k = b (1− ε1)h−1
0 , b = 2h−1

0 (1 + ε1)−1 ,

z ∈ [0,−h0] .

Использовалась также функция, описываю-
щая напряжения на жестком включении, по-
лученная из решения интегрального уравне-
ния контактной задачи, вида

f (z) = ε2 (h0 + z) + ez−h0 +
1√
−z

+
1√

z + h0
,

z ∈ (0,−h0) .

Для случая полупространства расчеты
показывают, что амплитуда P -волны, воз-
буждаемой поверхностным источником в
дальней зоне, возрастает с увеличением ψ и
достигает максимума в направлении строго
вниз (при ψ = π) (кривая один рис. 1а).
При увеличении радиуса поверхностного ис-
точника максимум амплитуды при ψ = π
остается постоянным, а для π/2 < ψ < π ам-
плитуда убывает. Амплитуда S-волны име-
ет ярко выраженную боковую направлен-
ность (кривая один рис. 1б). Причем, при
ψ = π − arcsin (c2/c1) наблюдается «особен-
ность» в формировании диаграммы направ-
ленности, определяемая влиянием волн, от-
раженных от поверхности полупространства.

Рост частоты колебаний приводит к
уменьшению величины амплитуд P -, S-волн
в зависимости от жесткости среды и радиу-
са источника. Для амплитуд P -, S-волн, воз-
буждаемых вертикально ориентированными
включениями и поверхностным источником,
наблюдается одинаковое формирование диа-
грамм направленности излучения (рис. 1а,
1б). При этом изменение функции распреде-
ления нагрузки на включениях не оказывает
существенного влияния.

Зависимость формы диаграмм направ-
ленности P , S-волн от параметра ε функ-
ции распределения нагрузки усиливается с
ростом длины включений (рис. 2а, 2б). В слу-
чае более жестких сред эта зависимость так-
же прослеживается. Для функций распре-
деления нагрузки с параметрами ε1 = 0 и
ε2 = 1 при прочих равных значениях па-
раметров диаграммы направленности полно-
стью совпадают.
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а) б)

Рис. 1. Диаграммы направленности: ν = 2, 0 Гц; 1 — a = 2 м, h0 = 0 м; 2 — a = 0 м, r0 = 5 м,
h0 = 10 м, ε1 = 0; 3 — a = 2 м, r0 = 5 м, h0 = 10 м, ε1 = 0

В качестве характеристик среды бы-
ли взяты значения: ρ = 1, 4 · 103 кг/м3,
с1 = 0, 2 · 103 м/с, с2 = 0, 12 · 103 м/с. Для
графиков приняты следующие обозначения:
up, us — коэффициенты при R−1 для ам-
плитуд продольных и поперечных волн со-
ответственно; ur, uz — коэффициенты при
r−1/2 для амплитуд соответственно горизон-
тальной и вертикальной составляющих вол-
ны Релея; ψ – угол, отсчитываемый от днев-
ной поверхности полупространства по часо-
вой стрелке.

В формулах ω — приведенная частота,
определяемая соотношением

ω =
2πνl0
c0

,

где ν — частота (Гц), l0 = 1 м, c0 = 103 м/с.
Увеличение радиуса поверхностной на-

грузки приводит к увеличению амплиту-
ды вертикальной составляющей волны Релея
(рис. 3 — первая мода, рис. 4 — вторая мода,
рис. 5 — третья мода).

Существенно усложняет интерференци-
онную картину волнового поля изменение
функции распределения нагрузки вдоль об-
разующей вертикальных включений (рис. 6,
7). Это проявляется в увеличении количества
частот «запирания» и изменения их значе-
ния.

Таким образом, получены интегральные
представления решений, описывающих сме-
щения в среде и на поверхности, позволяю-
щие исследовать закономерности формируе-
мого поля перемещений, возбуждаемого по-

верхностной нагрузкой и вертикально ори-
ентированными включениями в упругой сре-
де. Проведены вычислительные эксперимен-
ты, позволяющие сделать выводы о влиянии
вертикально ориентированных включений на
интерференционную картину общего волно-
вого поля.
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а) б)

Рис. 2. Диаграммы направленности: ν = 2, 0 Гц; 1 — a = 2 м, h0 = 0 м; 2 — a = 0 м, r0 = 5 м,
h0 = 100 м, ε2 = 0; 3 — a = 2 м, r0 = 5 м, h0 = 100 м, ε2 = 0

Рис. 3. Мода — 1: h = 20 м; 1 — a = 2 м; 2 — a = 3 м; 3 — a = 4 м

Рис. 4. Мода — 2: h = 20 м; 1 — a = 2 м; 2 — a = 3; 3 — a = 4 м
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Рис. 5. Мода — 3: h = 20 м; 1 — a = 2 м; 2 — a = 3 м; 3 — a = 4 м

Рис. 6. Мода — 1: h = 20 м; r0 = 2 м, h0 = 10 м, 1 — ε1 = 0; 2 — ε1 = 0, 5; 3 — ε1 = 1, 0

Рис. 7. Мода — 1: h = 20 м; r0 = 2 м, h0 = 10 м, 1 — ε2 = 0; 2 — ε2 = 0, 5; 3 — ε2 = 1, 0
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