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INVESTIGATION OF TRANSIENT AERODYNAMIC PROCESSES BY AUTOMATIC CONTROL THEORY
METHODS

Lukashchik E. P., Efremova O. I.

In this paper we propose a method for analyzing the stability and quality of the transient
aerodynamic process on the basis of automatic control theory. The investigation of the transfer
function in the Laplace space images allowed to present a linear dynamic system “flow of a
compressible fluid – wing” as a superposition of a dominant aperiodic unit and an infinite
number of oscillatory units. The difference in the nature of the transition functions for different
flows is explained by modification of the constituent units. The resulting patterns are confirmed
by analytical and numerical calculations using other methods.

Keywords: transient dynamic process, compressible medium, automatic control theory,
integral transformations.

Введение

Интенсивное развитие авиации приводит
к появлению новых летательных аппаратов
различного назначения, расширению обла-
стей их применения. Полеты самолетов со-
вершаются днем и ночью в любую погоду.
Увеличивается диапазон рабочих высот, ча-
ще используются малые высоты, где особен-
но существенно влияние турбулентности ат-
мосферы. Для адаптации летательного аппа-
рата к изменяющимся условиям полета, бо-
лее полного и точного управления им в на-
стоящее время используются системы авто-
матического управления, развернутые на ба-
зе современных бортовых компьютеров.

Базовой задачей нестационарной аэроди-
намики является определение нагрузки на
крыло, вызванной порывом при полете с
большой скоростью вблизи твердой грани-
цы. Решение данной задачи требует сведе-
ний о переходных характеристиках для слу-
чая входа крыла в зону резко ограниченно-
го порыва с учетом сжимаемости. Переход-
ными характеристиками называют соответ-
ствующие такому возмущению функции вре-
мени, отображающие изменения гидродина-

мических сил от одного стационарного состо-
яния к другому.

При решении вопросов устойчивости
функционирования аэродинамических си-
стем представляется целесообразным ис-
пользование теории автоматического регули-
рования и управления. Так, крыло самолета
можно представить как систему автоматиче-
ского управления с распределенными пара-
метрами. В качестве входной величины сле-
дует рассматривать вертикальную составля-
ющую скорости Vy(t) возмущенного потока,
зависящую, например, от угла атаки. Управ-
ляемой (выходной) величиной является рас-
пределение давления вдоль профиля. Если
в качестве интегральной характеристики та-
кой системы взять суммарный аэродинами-
ческий коэффициент подъемной силы Cy(t),
то крыло можно рассматривать как систему
автоматического управления с сосредоточен-
ными параметрами.

Следуя принятой в теории автоматиче-
ского управления терминологии, введем по-
нятие передаточной функции W (s) подъем-
ной силы

Cy(s) = W (s)Vy(s),
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где Cy(s) и Vy(s) — изображения по Лапла-
су функций времени Cy(t) и Vy(t), s — ком-
плексная переменная преобразования Лапла-
са. По полюсам передаточной функции мож-
но определить характер переходного процес-
са.

1. Постановка задачи

При описании физической картины
нестационарных процессов обтекания в сжи-
маемой среде необходимо учитывать конеч-
ность скорости распространения малых воз-
мущений и волновой характер этих про-
цессов. Аэродинамические характеристики
при неустановившемся движении зависят не
только от значений ускорения и скорости
в данный момент, но и от характера всех
предшествующих изменений этих величин
во времени. Памятью, в которой хранится
предыстории обтекания, является аэродина-
мический след, образующийся на профиле и
за ним [1].

Во многих случаях надлежащее пред-
ставление о характере переходного процесса
можно получить, анализируя реакцию систе-
мы на бесконечно малые возмущения. Этим
объясняется тот факт, что исследования мно-
гих задач аэроупругости выполняются в ли-
нейной постановке. С точки зрения развивае-
мых подходов это особенно существенно в от-
ношении аэродинамических характеристик.
Здесь линеаризация допустима, если мест-
ные углы атаки и скольжения на летатель-
ном аппарате малы.

В качестве тестовой рассмотрим задачу
ступенчатого изменения вертикальной воз-
мущенной скорости, то есть Vy(t) = ∆VyH(t),
где ∆Vy = const, H(t) — функция Хевисайда.

Для описания возмущенного течения
сжимаемой жидкости выберем систему коор-
динат, связанную с профилем. Центр систе-
мы расположим посредине хорды OX совме-
стим с хордой так, чтобы положительное на-
правление оси совпало с вектором скорости
V0 набегающего потока, а ось OY проведем
вертикально вверх.

Математическая постановка задачи сво-
дится к формулировке краевой задачи для
потенциала скоростей возмущенного течения
ϕ(x, y, t).

Основным уравнением в аэродинамике
тонких крыльев и теории распространения
звуковых волн является уравнение неразрыв-
ности, которое в подвижной системе коорди-

нат имеет вид

(1−M2)
∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y
−

− 2M

c

∂2ϕ

∂x∂t
− 1

c2

∂2ϕ

∂t2
= 0, (1.1)

где M = V0
c — число Маха, c — скорость зву-

ка.
Линеаризация интеграла Коши – Лагран-

жа для потенциальной жидкости приводит к
следующему выражению для перепада гид-
родинамического давления вдоль профиля:

p(x)

ρ
=

[
∂ϕ

∂t
+ V0

∂ϕ

∂x

]
, (1.2)

где [ϕ(x, t)] — скачок функции ϕ(x, t) на ли-
нии профиля y = f(x, t).

В точках следа за профилем гидродина-
мическое давление должно быть непрерывно[

∂ϕ

∂t
+ V0

∂ϕ

∂x

]
= 0, y = 0, x > a.

Условие плавного обтекания поверхности
профиля имеет вид

∂ϕ

∂y
= Vy(x, t), y = 0.

Условие непротекания потока на твердой
границе запишется

∂ϕ

∂y
= 0, y = −h.

Начальные условия задаются в виде

ϕ(x, y, 0) =
∂ϕ

∂t
(x, y, 0) = 0.

Распространение возмущений носит вол-
новой характер, при котором должен выпол-
няться принцип Гюйгенса: возмущения перед
фронтом волны должны отсутствовать.

Введем в рассмотрение безразмерные пе-
ременные

x̄ =
x

a
; ȳ =

√
1−M2

a
y; t̄ =

V0

a
t; ϕ̄ =

ϕ

V0a
;

p̄ =
p

V 2
0 ρ
, V̄y =

Vy
V0
.

В безразмерных величинах условие нераз-
рывности (1.1) и гидродинамическое давле-
ние примут следующий вид:

(1−M2)

(
∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2

)
−

− 2M2 ∂
2ϕ

∂x∂t
−M2∂

2ϕ

∂t2
= 0, (1.3)
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p(x) =

[
∂ϕ

∂t
+
∂ϕ

∂x

]
.

Здесь и в дальнейшем в работе черта над без-
размерными величинами будет опущена.

Одним из способов решения апериодиче-
ских задач является применение к начально-
краевой задаче преобразования Лапласа по
переменной t

L[ϕ(x, y, t)] =

∞∫
0

ϕ(x, y, t)e−tsdt.

В пространстве изображений по Лапласу
получим так называемую s-задачу, в рамках
которой основные соотношения (1.3) примут
следующий вид:

(1−M2)∆ϕ− 2M2s
∂ϕ

∂x
−M2s2ϕ = 0, (1.4)

p(x, s) =

[
sϕ+

∂ϕ

∂x

]
.

Путем перехода к новой функции ϕ̃ = ϕe−νx

уравнение неразрывности (1.4) приведем к
каноническому уравнению эллиптического
типа (M < 1) — уравнению Гельмгольца

∆ϕ̃(x, y, s)− æ2ϕ̃(x, y, s) = 0, (1.5)

p(x, s) = eνxp̃(x, s), p̃(x, s) = [ϕ̃x + µϕ̃],

µ =
s

1−M2
, æ =

sM

1−M2
, ν =

sM2

1−M2
.

Соответствующим образом преобразуют-
ся условия на границах потока для функции
ϕ̃(x, y, s):
в аэродинамическом следе за профилем

[ϕ̃x + µϕ̃] = 0, y = 0, x > 1;

на линии профиля

∂ϕ̃

∂y
= Vy(s)

e−νx√
1−M2

, y = 0, |x| < 1;

на твердой границе

∂ϕ̃

∂y
= 0, y = −H = −h

√
1−M2

a
.

Используя выражение давления через ре-
шение ϕ̃(x, y, s) можно определить переда-
точную функцию

W (s) =

1∫
−1

eνs[ϕ̃x + µϕ̃]ds. (1.6)

В пространстве изображений по Лапласу
для реакции системы имеем

Cy(s) =
1

s
W (s)∆Vy.

Обращением преобразования Лапласа по-
лучим переходную характеристику по подъ-
емной силе

Cy(t) = L−1(Cy(s)).

2. Метод интегральных уравнений

При решении аэродинамических задач
преимущественно применяется метод сведе-
ния начально-краевых задач для дифферен-
циальных уравнений в частных производ-
ных к граничным интегральным уравнени-
ям. Методики сведения могут быть разными:
от использования моделей гидродинамиче-
ских особенностей до применения интеграль-
ного исчисления в пространстве обобщенных
функций. Представление ядра интегрально-
го уравнения в виде интеграла Фурье да-
ет дополнительный инструмент для иссле-
дования аэродинамических процессов, кото-
рые носят волновой характер. Поэтому, при-
держиваясь последнего способа, будем стро-
ить решение математической задачи, опира-
ясь на его физическую интерпретацию со-
гласно теории гидродинамических особенно-
стей.

Применяя к задаче (1.5) обобщенное пре-
образование Фурье по переменной вдоль по-
тока координате x, в пространстве обра-
зов получим соответствующую краевую за-
дачу для обыкновенного дифференциально-
го уравнения

d2Φ(α, y)

dy2
− β2Φ(α, y) = 0, (2.1)

dΦ

dy
= V (α), y = 0,

dΦ

dy
= 0, y = −H.

Здесь

V (α) =

+∞∫
−∞

Vy(x, s)
e−νx√
1−M2

eiαxdx,

Φ(α, y, s) =

+∞∫
−∞

ϕ̃(x, y, s)eiαxdx, β2 = α2+æ2.
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В областях над и под крылом решение за-
дачи (2.1) ищем в виде отдельных составля-
ющих

Φ(y) =

{
Φ+(y), y > 0,

Φ−(y), y < 0,

для которых необходимо потребовать выпол-
нения условий сопряжения

dΦ+

dy
=
dΦ−
dy

= V (α) при y = 0,

dΦ−
dy

= 0 при y = −H.

Вид составляющих решения определяется
поведением их на бесконечности.

Образ Фурье для функции давления
p̃(x, s) имеет вид

P (α) =

+∞∫
−∞

p̃(x, s)eiαxdx =

= (−iα+ µ)

+∞∫
−∞

[ϕ̃(x, 0, s)]eiαxdx.

В пространстве обобщенных функций прихо-
дим к функциональному уравнению

P (α)K(α) = V (α), (2.2)

где

K(α) =
β

2i(α+ iµ)
(1− e−2Hβ).

Обратным преобразованием Фурье полу-
чим свертку финитной функции p̃(x, s) и
обобщенной функции медленного роста

+1∫
−1

p̃(ξ, s)k(x− ξ)dξ = Vy(x)
e−νx√
1−M2

, (2.3)

k(x) = F−1[K(α)](x).

Это интегральное уравнение является разре-
шающим уравнением для нахождения функ-
ции p̃(x, s), которую можно интерпретиро-
вать как интенсивность слоя диполей, обес-
печивающего перепад гидродинамического
давления в точках профиля.

Для передаточной функции имеем следу-
ющее выражение:

W (s) =

1∫
−1

eνxp̃(x, s)dx. (2.4)

3. Вычисление ядра интегрального
уравнения

Опыт компьютерных вычислений пока-
зывает, что эффективность численных ме-
тодов в значительной степени зависит от
выбранной методики вычисления ядра k(x).
Выбор методики должен основываться на
анализе особенностей образа ядра K(α).
Представление ядра в форме интеграла Фу-
рье позволяет достаточно просто выполнить
этот анализ. Так поведение K(α) на беско-
нечности

lim
α→∞

K(α) =
sign(α)

2i
+O

(
1

α2

)
указывает, что ядро k(x) будет содержать
сингулярное слагаемое, так как

F−1

(
sign(α)

2i

)
=

1

2π
P
(

1

x

)
,

то есть интеграл в (2.3) является сингуляр-
ным интегралом 1-го рода.

Используя интегральные представления
для цилиндрических функций [2], можно
предложить для ядра k(x) выражение в ви-
де суммы слагаемых, содержащих функции
Макдональда K0, K1 и интегралы от K0

k(x) =
1

2π

{
æx√

x2 + 4H2
K1(æ

√
x2 + 4H2)−

− æ sign(x)K1(æ|x|)+

+ µ(K0(æ
√
x2 + 4H2 −K0(æ|x|))+

+ (µ2 − æ2)

[ x∫
−∞

e−µ(x−ξ)(K0(æ|ξ|)−

−K0(æ
√
ξ2 + 4H2))dξ

]}
. (3.1)

Функцию ядра можно также вычислить
как интеграл в комплексной области пере-
менной α = σ + iτ с учетом полюсов и точек
ветвления

k(x) =
− sign(x)

2π

{ ∞∫
æ

√
τ2 − æ2

τ − sign(x)µ
×

× (1− cos 2H
√
τ2 − æ2)e−τ |x|dτ

}
+

+
1 + sign(x)

8

√
µ2 − æ2e−µx×

× sin(2H
√
µ2 − æ2). (3.2)
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Такой подход широко применяется при
решении динамических контактных задач
теории упругости [3]. Использование мето-
дов теории функций комплексной перемен-
ной для задач аэродинамики можно найти
в работе [4]. Повышение эффективности вы-
числений при таком способе объясняется по-
лучением в выражении для ядра k(x) инте-
гралов с экспоненциально убывающим весом.

Расчеты для ядра, выполненные на осно-
ве выражений (3.1) и (3.2), показали эквива-
лентность этих представлений.

4. Численная схема

Для решения широкого круга задач аэро-
динамики эффективно используется метод
дискретных вихрей, введенный школой ака-
демика С.М. Белоцерковского [5]. С матема-
тической точки зрения данный метод являет-
ся методом механических квадратур со сдви-
нутой коллокацией, что обеспечивает просто-
ту его численной реализации. С помощью вы-
бора расположения узлов квадратурной фор-
мулы и точек коллокации удается учесть фи-
зические особенности рассматриваемой зада-
чи и получить решение в определенном клас-
се функций.

Учитывая связь интенсивности вихрей с
перепадом давления, в данном случае име-
ем, что искомая функция p̃(x, s) является
неограниченной на передней кромке и конеч-
ной на выходной кромке крыла. Для данного
класса решений эффективной будет следую-
щая схема расположения дискретных вихрей
ξj и контрольных точек xi:

ξj = −1+
1

n
(j−0, 75), xi = −1+

1

n
(i−0, 25),

i, j = 1, n.

В результате решение сингулярного инте-
грального уравнения сводится к решению си-
стемы линейных алгебраических уравнений

2

n

n∑
j=1

p̃jk(xi − ξj) = Vy(xi)
e−νxi√
1−M2

, (4.1)

i = 1, n.

Принятое расположение узлов и точек
коллокации приводит к преобладанию по
величине диагональных элементов матрицы
системы (4.1), что положительно сказывает-
ся на устойчивости компьютерных вычисле-
ний.

Соответственно численное значение пе-
реходной характеристики определяется по
формуле

W (s) =
2

n

n∑
j=1

p̃(ξj , s)e
νξj .

5. Асимптотическое решение для
малых высот

Построим решение краевой задачи (2.1)
для случая малых H. Используем первое
приближение функции(

1− e−2H
√
α2+æ2

)
= 2H

√
α2 + æ2 +O(H2),

тогда функциональное уравнение (2.2) при-
мет вид

P (α)

−(µ− iα)
(α2 + æ2) =

V (α)

H
. (5.1)

Вводя в рассмотрение новую функцию
G(α) = P (α)

µ−iα , запишем последнее уравнение
в виде

−G(α)(α2 + æ2) =
V (α)

H
,

что в пространстве оригиналов приводит к
следующей краевой задаче:

d2g

dx2
− æ2g(x) =

Vy(x)e−νx

H
√

1−M2
, g(−1) = 0,

dg(1)

dx
+ µg(1) = 0.

Аналитическое решение данной задачи
можно получить, например, методом функ-
ций Грина

g(x) =
1

æH
√

1−M2
×

×
x∫
−1

Vy(x)e−νx sh[æ(x− s)]ds+

+ C sh[æ(1 + x)],

где константа

C = − 1

H
√

1−M2

1∫
−1

ψ1

ψ2
dx,

ψ1 = Vy(x)e−νx[ch[æ(1− x)] +
µ

æ
sh[æ(1− x)]],
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ψ2 = æ ch(2æ) + µ sh(2æ).

Используя построенное решение g(x),
определим в аналитическом виде передаточ-
ную функцию

W (s) =

1∫
−1

[
dg(x)

dx
+ µg(x)

]
eνxdx.

Передаточная функция является меро-
морфной и представляется как отношение
двух целых функций

W (s) =
A(s)

B(s)
,

где
B(s) = (æ ch(2æ) + µ sh(2æ)).

Корни характеристического уравнения
B(s) = 0

sk = −1−M2

4M
ln

1 +M

1−M
± ikπ(1−M2)

2M
,

k = 0, 1, 2, . . . ,

имеют отрицательную действительную
часть, следовательно, переходной процесс
устойчив.

Для вычисления переходной характери-
стики можно воспользоваться формулой [6]

Cy(t) =
A(0)

B(0)
+
∞∑
k=0

A(sk)

skB′(sk)
eskt. (5.2)

6. Исследования переходного
аэродинамического процесса

1. Впервые переходная характеристика
подъемной силы в дозвуковом потоке была
получена Мазельски и Дришлером [1] путем
вычисления интеграла Фурье от частотных
характеристик. Переходная характеристика
была представлена в виде суммы трех отри-
цательных экспонент по времени

Cy(t) = C0 + C1e
−s1t + C2e

−s2t + C3e
−s3t,

si > 0, i = 1, 3.

что соответствует действительным полюсам
W (s) и априори означает апериодический ха-
рактер переходного процесса.

Результаты вычислений переходных ха-
рактеристик на основе данного подхода под-
тверждаются закономерностями, полученны-
ми по другим методикам для безграничной,

но отличаются для ограниченной сжимаемой
среды.

2. Результаты прямого численного расче-
та по временной переменной t переходной ха-
рактеристики тонкого профиля в дозвуковом
потоке можно получить по методике, приве-
денной в монографии [5]. Используя реше-
ние для источника в сжимаемой среде, мето-
дом гидродинамических особенностей так на-
зываемая t-задача (1.1) сводится к интегро-
дифференциальному уравнению

1

2π

t∫
0

dt

1∫
−1

γ(ξ, t)[R(x− ξ, 0, t− τ)−

−R(x− ξ, 2h, t− τ)]dξ = Vy(x, 0, t),

где

R(x, y, t) =
R1

R2
, (6.1)

R1 = (x2−y2−xt)2(t2−M2(x−t)2−M2y2)−
−M2y2(y2 + x2 − xt),

R2 =
[
(x2 + y2 − xt)2+

+ y2(t2 −M2(x− t)2 −M2y2)
]
×

×
√
t2 −M2(x− t)2 −M2y2.

Дискретизация процесса во времени сво-
дит уравнение (6.1) к рекуррентной системе
интегральных уравнений, для численного ре-
шения которых используется метод дискрет-
ных вихрей.

Представленные на рис. 1 результаты
прямых численных расчетов по времени для
данной методики показывают колебатель-
ный характер и зависимость переходных ха-
рактеристик в ограниченной сжимаемой сре-
де от высоты и скорости полета крыла. Од-
нако данный подход не позволяет провести
качественный анализ характера переходного
аэродинамического процесса.

3. Наибольший практический интерес
представляет исследование характеристик
крыльев на малых высотах полета, так как
с уменьшением отстояния от границы замет-
но возрастает подъемная сила крыла. Одна-
ко уменьшение отстояния приводит к ухуд-
шению сходимости как численных, так и ана-
литических методов. Этим объясняется по-
явление различных асимптотических теорий
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Рис. 1. Переходные характеристики для различных чисел Маха вблизи твердой границы h = 0, 2 и
в безграничном потоке (t-задача)

Рис. 2. Асимптотическое решение для различных скоростей движения при h = 0, 2

для определения характеристик крыла вбли-
зи экрана [7, 8]. В настоящей работе на ос-
нове асимптотической модели получено при-
ближенное аналитическое выражение для пе-
редаточной функции. При этом передаточ-
ная функция имеет один действительный и
бесконечное множество комплексных корней.
Результаты, полученные на основе асимпто-
тического решения (5.2), приводят к заметно
осциллирующим (с затуханием) переходным
характеристикам (рис. 2).

4. Указанные выше обстоятельства обу-
словили необходимость более углубленного
анализа переходных характеристик тонкого
профиля в дозвуковом потоке, для выполне-
ния которого используются методы теории
автоматического управления [9]. Характер
переходного процесса для линейных динами-
ческих систем принято определять по полю-
сам передаточной функции, которую пред-
ставляют в виде

W (s) =
Am(s)

Bn(s)
, (6.2)

где Am(s) и Bn(s) — полиномы от s степени
m и n.

В зависимости от вида полюсов переда-
точной функции (комплексные, действитель-
ные) и порядка расположения их на ком-
плексной плоскости s = α + iβ характер пе-
реходного процесса может быть либо апери-
одическим, либо колебательным или сочета-
нием того и другого с преобладанием одного
из них.

Известно, что для переходной характери-
стики в сжимаемой среде

lim
t→0

Cy(t) =
4

M

независимо от высоты полета [1], а

lim
t→0

Cy(t) = Cy∞(H),

где Cy∞(H) — стационарные значения Cy для
отстояния H, так при H =∞

Cy∞ =
2π√

1−M2
.
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Учитывая конечные значения Cy(t) при
t → 0 и t → ∞, на основе предельных тео-
рем преобразования Лапласа передаточную
функциюW (s) аппроксимируем отношением
двух полиномов одинаковой степени. Ряд со-
ображений (учет апериодического характера
влияния вихревого следа, необходимость со-
хранения парных комплексных корней) гово-
рят в пользу нечетной величины m = n.

Расчеты при n = 3 показывают, что для
всех 0 < M < 1 один корень является дей-
ствительным s1 = λ, а два — комплексно-
сопряженными s2,3 = α ± iβ. Все три кор-
ня имеют отрицательную действительную
часть. При этом действительный корень рас-
положен ближе к мнимой оси, чем комплекс-
ные. Это означает, что переходный аэродина-
мический процесс установления подъемной
силы в дозвуковом потоке является колеба-
тельным, накладывающимся на доминирую-
щий апериодический.

Расположение корней в левой полуплос-
кости комплексного переменного s означает
затухание возмущений с течением времени,
то есть указывает на устойчивость переход-
ного процесса. Устойчивость динамического
процесса следует также из положительно-
сти коэффициентов характеристического по-
линома Bn(s) = s3 + a2s

2 + a1s+ a0 и выпол-
нения критерия Гурвица a1a2 > a0.

Случаи M = 0 и M = 1 являются осо-
быми. При M = 0 (несжимаемая жидкость)
степень характеристического полинома сни-
жается до 1 и остается только действитель-
ный отрицательный корень (апериодический
процесс). В случаеM = 1 один (действитель-
ный) корень становится нулевым, а аэроди-
намический переходной процесс становится
статически неустойчивым.

Характеристический полином в знамена-
теле (6.2) представим в стандартной форме,
принятой в теории автоматического регули-
рования

Bn(s) = (s− λ)[(s− α)2 + β2],

где λ < 0 и α < 0. Такое представление пока-
зывает, что рассматриваемая динамическая
система может быть разбита на два звена:
апериодическое и колебательное.

Характеристический полином колеба-
тельного звена, соответствующий комплекс-
ным корням, представим в виде

T 2s2 + 2ξTs+ 1, 0 < ξ < 1.

Здесь ξ — коэффициент демпфирования.

Согласно теории автоматического регули-
рования [9] при 1 > ξ > 0, 707 резонансные
явления слабо выражены и могут наблюдать-
ся при ξ < 0, 707. Причиной того, что ко-
лебательный характер переходного процесса
в безграничном дозвуковом потоке остался
незамеченным, является слабая колебатель-
ность или наличие сильного аэродинамиче-
ского демпфирования, связанного с излуче-
нием звуковых волн. При этом спектр ча-
стот непрерывен. Вблизи экрана узкий слой
газа между крылом и экраном служит вол-
новодом с дискретным спектром частот, при
этом демпфирование уменьшается по мере
уменьшения толщины слоя. Так дляM = 0,5
ξ = 0,8 при h = 2, ξ = 0,6 при h = 0,8,
ξ = 0,102 при h = 0,2. На уровне корней ха-
рактеристического полинома колебательного
звена это выражается в возрастании отно-
шения мнимой части комплексного корня к
действительной, называемого колебательно-
стью [10]

µ =
β

α

и в уменьшении затухания

ξ =
α√

α2 + β2
=

1√
1 + µ2

.

Результаты расчетов по методике, ис-
пользующей преобразование Лапласа (s-
задача), представленные на рис. 3, подтвер-
ждают ослабление демпфирующих сил при
приближении крыла к экрану, что приводит
к увеличению колебательности переходных
характеристик. Практически допустимо при
наличии значительных демпфирующих сил
для безграничного потока профиль в пото-
ке сжимаемой жидкости моделировать систе-
мой лишь апериодических звеньев, что и бы-
ло сделано в указанных работах Мазельски
и Дришлера.

Графики на рис. 4 демонстрируют харак-
тер переходных характеристик при различ-
ных скоростях движения крыла. Возраста-
ние скорости приводит к уменьшению ампли-
туды колебаний.

Представленные данные подтверждают,
что при изучении переходных процессов осо-
бенно важен вид звена, моделирующего тон-
кий профиль в потоке. С точки зрения тео-
рии систем автоматического регулирования,
профиль в потоке сжимаемой жидкости дол-
жен представлять собой синтез апериодиче-
ского звена и бесконечного количества коле-
бательных звеньев.
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Рис. 3. Переходные характеристики для разных высот полета M = 0, 4

Рис. 4. Переходные характеристики для разных скоростей движения вблизи экрана h = 0, 2

Заключение

Применение аппарата теории автомати-
ческого регулирования к исследованию пе-
редаточных функций подтверждает и обос-
новывает закономерности, обнаруживаемые
для переходных аэродинамических характе-
ристик различными методиками. Результаты
проведенного анализа могут быть рекомен-
дованы для использования в бортовых систе-
мах автоматического управления при режи-
мах взлета-посадки.

Полученные решения задачи о скачкооб-
разном переходе из одного стационарного со-
стояния в другое могут стать основой для
определения реакции на малые нестационар-
ные возмущения произвольной формы с по-
мощью интеграла Дюамеля, а также исполь-
зоваться для создания более сложной моде-
ли, учитывающей упругие деформации кры-

ла под действием гидродинамических сил в
ограниченной сжимаемой среде.
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