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НЕИЗОТЕРМИЧЕСКОЕ ДВУХСЛОЙНОЕ ТЕЧЕНИЕ
НЕНЬЮТОНОВСКИХ ЖИДКОСТЕЙ В ПЛОСКОМ КАНАЛЕ1

Снигерёв Б.А.2

NON-ISOTHERMAL TWO LAYER FLOW OF NON-NEWTONIAN FLUID IN FLAT CHANNEL
Snigerev B.A.

Numerical simulation of nonisothermal double-layer non-newtonian viscous flow in flat
channel was performed. Mathematical model of problem based on equations conservation of
mass, momentum and energy supplemented by the rheological equation of state of power law
fluid was performed. The technique of numerical solving the problem based on the finite element
method was developed. The parametric investigation of position and form interface boundary
in dependance of pacins factors and rheological properties was performed.
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Слоистые или стратифицированые тече-
ния жидкостей давно привлекают внима-
ние исследователей. Развитие исследований
стратифицированных течений наиболее ак-
тивно стимулировали проблемы, возникаю-
щие при производстве слоистых полимерных
пленок и биокомпонентных волокон мето-
дом соэктрузии, когда два или более пото-
ков расплава продавливают через формую-
щую головку совместно. При соэктрузии воз-
никает стратифицированное течение ненью-
тоновских жидкостей в плоском щелевом
или круговом каналах с образованием гра-
ницы раздела слоёв потоков. Двухслойные
течения неньютоновских жидкостей получи-
ли распространение в технологии переработ-
ки пластмасс как перспективный и эконо-
мичный способ получения двух- и многослой-
ных пленок и биокомпонентных нитей путем
соединения двух и более расплавов различ-
ных полимеров [1, 2]. Математическое моде-
лирование процесса совместного течения по-
лимеров при формовании многослойных пле-
нок позволяет изучить его основные зако-
номерности и рассмотреть влияние геомет-
рии каналов, реологических свойств полиме-
ров, режимов их подачи на характер их вза-
имодействия в общем потоке, напряженно-
деформированное состояние выходного изде-

лия. Вследствие существенного неравенства
температур слоев жидкости, вязкой дисси-
пации энергии в потоке течение становится
неизотермическим. Исследование таких те-
чений базируется на решении связанной за-
дачи гидродинамики и теплообмена [3, 4].

В ряде работ проведены теоретиче-
ские исследования с целью анализа причин
неустойчивости сдвигового течения двух-
слойных систем, состоящих из неупругих
вязких жидкостей, когда в качестве реоло-
гических уравнений состояния используются
уравнения ньютоновских или «степенных»
жидкостей [5, 6]. Неустойчивость слоисто-
го течения выражается через колебания ко-
ординаты поверхности раздела относитель-
но оси потока. Показано, что нестабильная
форма поверхности раздела характерна для
течений, у которых существенно различны
вязкости и нормальные напряжения компо-
нентов потока на линии их контакта. В [5]
изучалась устойчивость параллельного тече-
ния двух стратифицированных однородных
несмешивающихся жидкостей с постоянным
поверхностным натяжением. Показано, что
наиболее опасными являются плоские воз-
мущения. Более общие результаты получе-
ны в работе [6], где исследовалась устой-
чивость плоского течения Пуазейля в трех-
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слойной системе двух жидкостей, когда од-
на из жидкостей занимает центральную об-
ласть. Оказалось, что в случае когда более
вязкая жидкость занимает центральную об-
ласть, течение всегда будет устойчивым. Ес-
ли же внутреннюю область занимает жид-
кость с меньшей вязкостью, то имеет место
абсолютная неустойчивость. В [6] рассмот-
рен случай, когда жидкости с разными плот-
ностями занимают слои произвольной тол-
щины. В работе [7] исследовалось неизотер-
мическое двухслойное течение вязких жид-
костей с различными вязкими и теплопро-
водными свойствами. Методом малых возму-
щений исследовалась устойчивость плоско-
го двухслойного течения в горизонтальном
канале, на стенках которого задано линей-
ное распределение температуры. Установле-
но, что появление неустойчивостей обуслов-
лено различием определяющих параметров
(толщин слоёв, условий подогрева, вязких и
теплопроводных свойств жидкостей). Анало-
гичная задача решается в наклонном кана-
ле в работе [8]. При совместном действии
массовых и термокапиллярных сил обнару-
жены различные типы неустойчивости. Как
видно из представленного обзора, нелиней-
ная задача о неизотермическом двухслойном
течении двух неньютоновских жидкостей в
сходящемся канале в наиболее общей поста-
новке практически не исследована. Кроме
того, вышеупомянутые работы не касают-
ся непосредственно исследования течения на
начальном участке схождения потоков, кото-
рый характеризуется как участок гидроди-
намической и тепловой стабилизации двух-
слойного потока. В настоящей работе числен-
но исследуется неизотермическое установив-
шееся двухслойное течение неньютоновских
жидкостей, образующееся в результате сли-
яния двух несмешивающихся несжимаемых
жидкостей в плоском канале с образованием
границы раздела потоков.

Рассматривается безволновое неизотер-
мическое течение двух несмешивающихся
неньютоновских жидкостей в сходящемся ка-
нале, схема которого показана на рис. 1. Пер-
вая жидкость с объемным расходом Q1 по-
дается на входе Γ1

1 (HI), вторая — на вхо-
де Γ2

1 (AB) с расходом Q2, после схождения
потоков в сечении EOL образуется совмест-
ное течение жидкостей с границей раздела
потоков Γ6 (OG). Область течения жидко-
сти в нижнем слое HIKLMGOJ обозначает-
ся через Ω1, а в верхнем слое ABDOGFEA —

соответственно Ω2. Течение неньютоновских
жидкостей в каждой из областей описывает-
ся уравнениями сохранения количества дви-
жения, энергии и неразрывности в виде [8,9]

%m
(
∂umi
∂t
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∂umi
∂xj

)
=
∂σmij
∂xj

, (1)

∂umi
∂xi

= 0, i, j = 1, 2, m = 1, 2, (2)
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m
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Система уравнений (1)–(3) замыкает-
ся реологическим уравнением состояния
нелинейно-вязкой жидкости в форме степен-
ного закона [10]

σmij = −pmδij + τmij , (4)

τmij = ηm(I2, T )Dm
ij ,

Dm
ij =

1

2

(
∂umi
∂xj

+
∂umj
∂xi

)
,

ηm(I2, T ) = µm0 (I2)
k−1
2 exp[−β(T − T0)].

В (1)–(4) xi — декартовы координаты,
umi — компоненты скорости жидкости, на-
ходящейся в области Ωm, pm — давление,
%m — плотность, Tm — температура, δij —
компоненты единичного тензора, σmij — ком-
поненты полного тензора напряжений, τmij —
компоненты тензора девиатора напряжений,
cmp — удельная теплоемкость жидкости при
постоянном давлении, χm — коэффициент
теплопроводности жидкости, Dij — компо-
ненты тензора скоростей деформаций, I2 —
второй инвариант тензора скоростей дефор-
маций, ηm(I2, T ) — эффективная вязкость
жидкости, µ0 — показатель консистенции
жидкости (приведенная вязкость), β — тем-
пературный коэффициент вязкости, k — па-
раметр модели, T0 — начальная температура.

В рассчитываемом перепаде температур
наиболее сильно меняется вязкость жидко-
сти, а остальные теплофизические парамет-
ры изменяются незначительно. Поэтому зна-
чения величин %m, cmp , χm предполагаются
постоянными и берутся в виде средних вели-
чин в данном интервале температур.
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Рис. 1. Схема расчетной области двухслойного потока жидкости

В начальный момент времени граница
раздела слоёв Γ6 имеет плоскую горизон-
тальную форму. На входных участках Γm

1 за-
дается профиль осевой скорости, характер-
ный для установившегося течения неньюто-
новской жидкости в плоском канале, вер-
тикальная скорость равна нулю. Выходные
границы Γm

2 предполагается расположенны-
ми на достаточно удаленном расстоянии, где
реализуются граничные условия установив-
шегося потока. На твердых стенках Γm

3 , Γm
4 ,

Γm
5 выполняются условия прилипания жид-

кости. На подвижной границе раздела слоев
жидкости Γ6 должны выполняться кинема-
тические условия. Кроме того, должны вы-
полняться динамические условия, выражаю-
щиеся в равенстве касательных напряжений
жидкости с каждой стороны границы раз-
дела, а нормальные напряжения имеют раз-
рыв [8, 9]. Для тепловой задачи граничные
условия состоят в том, что на входе жидко-
сти имеют разные начальные температуры
Tm
0 . На границе раздела потоков Γ6 выполня-

ются условия равенства температур и тепло-
вых потоков. Твердые стенки Γm

3 предполага-
ются изотермическими, и на них поддержи-
вается температура, равная температуре со-
ответствующей жидкости на входе Tm

0 . В об-
ласти совместного течения стенки Γm

4 пред-
полагаются адиабатическими.

Таким образом, граничные условия запи-
шутся в следующем виде:

Γm
1 : um1 = Um

0 (x2), u
m
2 = 0,

pm = pm0 , T
m = Tm

0 ;

Γm
2 : ∂um1 /∂x1 = 0, ∂Tm/∂x1 = 0;

Γm
3 ,Γ

m
5 : um1 = um2 = 0, Tm = Tm

0 ;

Γm
4 : um1 = um2 = 0, ∂Tm/∂x2 = 0; (5)

Γ6 : umi ni = 0, u1i ti = u2i ti, σ
1
ijtj =

= σ2ijtj , σ
1
ijnj − σ2ijnj = 2γHnj ,

T 1 = T 2, (χ1∂T1/∂xi − χ2∂T2/∂xi)ni = 0.

Граничные условия на Γ6 записаны в ло-
кальной декартовой системе координат ni,
ti, нормально связанной с границей разде-
ла, γ — коэффициент поверхностного натя-
жения, H — главная кривизна поверхности
раздела.

В двумерном случае поверхность разде-
ла описывается уравнением F (x1, x2, t) = 0,
тогда выполняется условие

∂F

∂t
+ ui

∂F

∂xi
= 0. (6)

Для решения уравнений (1)–(4) с граничны-
ми условиями (5) используется метод конеч-
ных элементов [11, 12]. На каждом шаге по
времени расчет проводится в два этапа, ко-
гда решаются исходные уравнения в обла-
стях Ω1 и Ω2 соответственно. Для получе-
ния матричных уравнений применяется стан-
дартная процедура Галёркина. В качеcтве
конечных элементов используются четырех-
угольные элементы с квадратичной интерпо-
ляцией для переменных компонент скорости
ui, линейной для давления p, компонент де-
виатора тензора напряжений τij и температу-
ры T . Для аппроксимации деформируемых
границ применяется конечно-элементная ме-
тодика, базирующаяся на Эйлеровом подхо-
де и заключающаяся в локальной перестрой-
ке конечно-элементной сетки вблизи движу-
щихся границ. Для реализации граничных
условий на подвижной границе раздела Γn

6
на шаге n по времени, определенной с помо-
щью конечно-элементной аппроксимации (6),
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применяется линеаризованная итерационная
процедура, когда граничные условия (5) за-
меняются на следующие для области расчета
Ωn+1
1 :

u1i ti|n+1 = u2i ti|n, u1ini|n+1 = 0,

σ1ijnj |n+1 = σ2ijnj |n + 2γHnj , (7)

σ1ijtj |n+1 = σ2ijtj |n, T1
n+1 = T2

n,

(χ1∂T1/∂xi)ni|n+1 = (χ2∂T1/∂xi)ni|n.

Значения переменных на n-й итерации в
правой части записанных соотношений вы-
числяются на совместной границе по значе-
ниям из области Ωn

2 . Затем решается анало-
гичная задача для области Ωn+1

2 с граничны-
ми условиями на Γn

6 , в которых правые ча-
сти соотношений (7) вычисляются по реше-
нию задачи (1)–(4) на n-й итерации для обла-
сти Ωn+1

1 . После первого этапа определяется
поле скоростей, давлений и температур для
обеих областей на n + 1-й итерации. Затем
с помощью численной аппроксимации кине-
матического условия (6) определяется поло-
жение новой границы раздела Fn+1. Далее
возможен переход к первому этапу с извест-
ным новым положением границы и решени-
ем задачи на предыдущей итерации для всей
области течения. Итерации продолжаются до
выполнения сходимости решения, которое за-
ключается в определении установившегося
положения границы, определяющегося как∣∣∣∣Fn+1 − Fn

Fn

∣∣∣∣ 6 ε1,

удовлетворении граничных условий для ско-
рости и температур на подвижной границе
раздела

Γ6 : |u1i ti|n+1 − |u2i ti|n 6 ε2,

|T 2n − T 1n| 6 ε2,

где ε1 = 10−3, ε2 = 10−4.
Рассмотрим неизотермическое двухслой-

ное течение неньютоновских жидкостей в ка-
нале шириной h = 2 · 10−3 м при расходах
Q1 = 5 · 10−9 м3/c, Q2 = 20 · 10−9 м3/c.

Значения теплофизических констант для
компонентов потока составляют

%1 = 930 кг/м3, µ10 = 10010 Па·c,

k1 = 0, 75, c1p = 2300 Дж/(кг·К),

χ1 = 0, 26 Вт/(м·K), β1 = 0, 027 K−1,

%2 = 980 кг/м 3, µ20 = 10020 Па·c,

k2 = 0, 45, c2p = 2400 Дж/(кг·К),

χ2 = 0, 25 Вт/(м·K), β2 = 0, 076 K−1.

В случае изотермического течения рас-
сматривается течение неньютоновских жид-
костей с равной температурой жидкости и
стенок T0 = 303K. В этом случае положе-
ние границы раздела определяется величи-
нами расходов и их отношением, а также от-
ношением вязкостей расплавов потоков [3].

Обозначим через l1, l2 — ширины пото-
ков для нижнего и верхнего слоев соответ-
ственно (l1 + l2 = h). Введем безразмерную
величину hf = l2/(h/2), показывающую сте-
пень изменения ширины потока при совмест-
ном течении в канале. Влияние расходов на
положение границы раздела сред показано
на рис. 2a, где приведено распределение hf
для отношений расходов Q = Q1/Q2: 1 —
Q = 2, 0, 2 — Q = 5, 0, 3 — Q = 10, 0, 4 —
Q = 2, 0. Значения hf для установившегося
потока при этом составляют hf = 1, 20, 1,74,
1,97.

Процессы теплообмена вызывают изме-
нение гидродинамической картины течения
в случае схождения потоков, нагретых до
разной температуры. Необходимо учитывать
влияние температуры на процесс совмест-
ного течения потоков, поскольку изменение
температуры сказывается на реологических
свойствах жидкости, а следовательно, приво-
дит к изменению расходно-напорной харак-
теристики потока.

Для определения влияния температурно-
го режима течения на положение границы
раздела рассчитывалось течение в условиях
постоянства расходов в нижнем и верхнем
слое Q1 = Q2. Влияние температурного ре-
жима рассчитывалось в условиях, когда тем-
пература входящей жидкости в нижнем слое
остается равной T 1

0 = 303 K, а верхнем слое
повышается до T 2

0 = 333 K, 353 K, 373 K,
403 K.

Поскольку температура верхнего слоя
жидкости в области совместного течения
выше нижнего, то эффективная вязкость
нижнего слоя превосходит вязкость верхне-
го слоя, это приводит к тому, что положение
границы раздела смещается от оси канала к
верхней стенке.
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Рис. 2. Распределение hf для различных случаев : a) при различных значениях отношений
расходов Q = Q1/Q2: 1 — Q = 2, 0, 2 — Q = 5, 0, 3 — Q = 10, 0; b) для Q1/Q2 = 1, T 2

0 : 1 —
T 2
0 = 333 K, 2 – 353 K, 3 — 373 K, 4 — 403 K

Дальнейшее увеличение температуры
приводит к увеличению смещения, что ил-
люстрирует рис. 2b. На этом рисунке пока-
зано распределение hf для температурных
режимов: 1 — T 1

0 = 333 K, 2 — T 2
0 = 353 K,

3 — T 2
0 = 373 K, 4 —T 2

0 = 403 K. Значе-
ния hf для неизотермического потока равны
соответственно hf = 1, 07, 1,24, 1,42, 1,56.

Безразмерные критерии числа Рейнольд-
са и Пекле, характеризующие гидродинами-
ку течения и теплообмен, определяемые че-
рез Re = %1U1

0h/µ
1
0, Pe = %1c1pU

1
0h/χ

1, равны
соответственно Re = 10−4, Pe = 2 · 102. Из
представленных кривых видно, что при до-
ведении перепада температур до ∆T = 30 K,
граница смещается на 7 % процентов от по-
луширины канала, а при увеличении степени
нагрева до ∆T = 50 K смещение границы к
верхней стенке канала достигает 42 % про-
центов. Таким образом, изменением темпе-
ратурных условий входящих в канал жидко-
стей, образующих затем область совместно-
го течения, можно регулировать положение
границы раздела сред в двухслойном потоке.

Динамика развития установившегося
профиля скорости для случая равенства рас-
ходов и небольшого перепада температур
верхнего и нижнего слоя при Q1/Q2 = 1,
µ10/µ

2
0 = 1, k2 = 0, 75, k1 = 0, 45, T 1

0=323К,
T 2
0=333К показана на рис. 3a, где приведены

профили скорости в сечениях x1/h = 0, 0,
0,1, 0,5, 3,0.

Аналогичные профили скоростей для бо-
лее нагретого верхнего слоя до температуры
T 2
0=403 К приведены на рис. 3b. На них пред-

ставлена разница в картине перераспределе-
ния профиля скоростей по мере удаления от
схода для различной степени нагрева верхне-
го слоя жидкости. Видно, что наблюдается
сильное перераспределение скорости в зоне
гидродинамической стабилизации потока, то
есть участка течения двух несмешивающихся
жидкостей, на котором происходит переход к
установившемуся совместному потоку.

На обоих графиках в начальном сечении
x1/h = 0, 0 сходятся два неньютоновских по-
тока с монотонными профилями скоростей
в виде парабол (рис. 3, кривая 1). Перерас-
пределение скорости для совместного пото-
ка, когда перепад температур соседствую-
щих потоков небольшой, приводит к образо-
ванию профиля скорости для течения Пуа-
зейля (рис. 3a, кривая 4). В случае же значи-
тельного перепада температур профиль ско-
рости совместного потока существенно из-
меняется. Зона потока с наибольшими ско-
ростями наблюдается не в центре канала, а
смещается в зону с повышенной температу-
рой потока. Параболический профиль ско-
рости, характерный для однородных пото-
ков, становится существенно нелинейным с
образованием зоны немонотонности (рис. 3b,
кривая 4). Из графиков видно, что в обла-
сти схождения потоков начинается смещение
границы раздела в область течения верхне-
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Рис. 3. Распределение продольной скорости при Q1/Q2 = 1, µ0
1 = µ0

1, k1 = k2, в вертикальных
сечениях канала при различных x1: 1 — x1 = 1, 0, 2 — x1 = 1, 1, 3 — x1 = 1, 5, 4 — x1 = 3, 0; a)

T 1
0 = 323 K, T 2

0 = 335 K; b) T 1
0 = 323 K, T 2

0 = 403 K

го слоя, где течет нагретая жидкость с более
псевдопластичными свойствами, характери-
зующаяся меньшими значениями эффектив-
ной вязкости. Смещение границы в сторо-
ну верхней стенки приводит к сужению ши-
рины потока верхнего слоя, что приводит к
увеличению максимальных значений скоро-
сти по мере удаления от точки схода потоков
(рис. 3b, кривые 2, 3, 4). Увеличение макси-
мального значения скорости сопровождает-
ся смещением данной зоны к верхней стенке,
при этом в нижнем слое увеличение ширины
потока приводит к уменьшению средней ско-
рости потока. Отметим также, что двухслой-
ное неизотермическое течение неньютонов-
ских жидкостей с большим отличием темпе-
ратур характеризуется тем, что расстояние,
на котором происходит установление стацио-
нарного профиля скорости, увеличивается с
ростом температурного перепада.

Регулирование положения границы раз-
дела для изотермического случая с помощью
подачи жидкостей на входе с различными
вязкостями приводит к профилям скорости
по сечению, имеющим точку изгиба на гра-
нице потоков. В случае подачи на вход жид-
костей с различными эффективными вязко-
стями, а также разными температурами при-
водит к усилению смещения границы разде-
ла слоёв, но профиль скорости по сечениям
не имеет точки изгиба и носит более гладкий
характер.

Изотермы безразмерной температуры
θ = (T −T 2

0 )/(T 2
0 −T 1

0 ) в области совместного
течения для значений параметров Re = 10−4,
Pe = 200 приведены на рис. 4. Видно, что при
увеличении скорости потока, что соответ-
ствует большему значению числа Pe, ширина
диапазона изменения температуры для вер-
тикального сечения канала увеличивается
и смещается вниз по потоку. Отчетливо на-
блюдается, что в области схождения двух по-
токов образуется тонкий пограничный слой
изменения температуры, приводящий к узко-
му пограничному слою изменения вязкости,
что выражается в более вогнутой в сторону
верхней стенки формы поверхности границы
раздела.

На рис. 5 показана разность без-
размерных нормальных напряжений
(τ11 − τ22)/(µ

1
0U

1
0 /h) в канале фильеры в

области течения для значений Re = 10−4,
Pe = 200, T 1

0 = 423 K, T 2
0 = 523 K. Из рис.

4 видно, что на месте схождения потоков
развиваются сильные нормальные напряже-
ния, которые по мере продвижения вниз по
потоку начинают релаксировать. Кроме то-
го, вблизи поверхности раздела, особенно в
области схода, образуются отрицательные
сжимающие напряжения.

В настоящей работе теоретически ис-
следована структура течения и теплооб-
мен при неизотермическом двухслойном те-
чении высоковязких неньютоновских жид-
костей в канале. Показано существенное
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θ

Рис. 4. Изотермы температуры θ

τ τ

Рис. 5. Изолинии разницы напряжений (τ11 − τ22)/(µ1
0U0/h) в области схождения потоков для

Q1/Q2 = 4, µ1
0/µ

2
0 = 1, k2 = 0, 75, k1 = 0, 45

влияние на положение границы раздела
расходно-напорных характеристик, реоло-
гических свойств, температур сходящих-
ся потоков неньютоновских несжимаемых
жидкостей. Исследовано влияние указан-
ных характеристик, определяемых критери-
альными параметрами, на структуру пото-
ка, напряженно-деформированное состояние
совместного выходящего двухслойного тече-
ния жидкостей.
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