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Elastic wave propagation in periodically layered composites is under investigation. Wave
motion is excited by an incident plane P- or SV- wave. Wavefield is constructed via T-matrix
method including explicit singular values of T-matrix. The dependencies of band-gap on layer’s
thicknesses, type of incident wave and angle of incidence are shown.
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Введение

Современные композитные многослойные
структуры нашли широкое применение во
многих областях промышленности благодаря
тому, что обладают порой уникальными, не
встречающимися в природе свойствами, ко-
торые возникают из-за особого сочетания ма-
териалов, входящих в их состав. Состав ком-
позитного материала может быть очень раз-
нообразным, структура — обычно периоди-
ческая или стохастическая со специальными
свойствами.

К классу композитных материалов отно-
сятся и так называемые фононные кристал-
лы. Они схожи с фотонными кристаллами
тем, что состоят из периодических включе-
ний в матрицу или слои, но, в отличие от по-
следних, фононные кристаллы являются ка-
налами для распространения и фильтрации
акустических или упругих колебаний. Кон-
цепция фононных кристаллов появилась в
1990-х годах, являясь во-многом продолже-
нием работ по фотонным кристаллам [1]. По-
добно фотонным, фононные кристаллы об-
ладают такими же особыми частотными ха-
рактеристиками, как запрещенные частот-
ные зоны. В запрещенной зоне распростране-

ние волн через кристалл фактически невоз-
можно. Это явление может быть использо-
вано в широком спектре технологий. Прило-
жения включают в себя упругую или аку-
стическую фокусировку, минимизацию виб-
рации, звуковую коллимацию, акустическую
маскировку, опто-механические преобразова-
ния волн в фотонных устройствах, сниже-
ние теплопроводности в полупроводниках и
др. [2]. Фононные кристаллы могут быть ис-
пользованы как эффективные звуковые изо-
ляторы для вибрирующих структур, гиро-
скопы или механические резонаторы. Среди
фононных кристаллов можно выделить аку-
стические фононные кристаллы с матрицей
из жидкости, упругие фононные кристаллы с
матрицей сплошного упругого вещества, пье-
зоэлектрические и магнонные кристаллы [3].
Кроме того, выделяют одномерные фонон-
ные кристаллы, в которых упругие свойства
изменяются периодически только в одном на-
правлении, а также двух- и трехмерные пе-
риодические структуры [4].

Для решения задач распространения
волн в многослойных средах, примером кото-
рых является фононный кристалл, разраба-
тываются и развиваются различные числен-
ные методы, такие как расширенный метод

1Работа выполнена при частичной поддержке РФФИ (№12–01–33011 мол-вед-а и № 13-01-96520 р_юг_а),
а также в рамках проекта ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры инновационной России» на 2009–
2013 гг. (14.B37.21.0387)

2Фоменко Сергей Иванович, кандидат физико-математических наук, старший научный сотрудник
Института математики, механики и информатики Кубанского государственного университета; e-mail:
sfom@yandex.ru.



Волновые поля и запрещенные зоны в квазипериодических слоистых композитах 121

Рис. 1. Постановка задачи

плоских волн [5], метод T-матриц [6], метод
конечных разностей [7], метод граничных ин-
тегральных уравнений [8], динамический ме-
тод конечных элементов [9] и др.

Наряду с указанными для многослойных
сред разработаны методы, основанные на
интегральном подходе [10, 11]. Конструкция
символа Фурье матрицы Грина и техника
поиска полюсов и вычетов в них позволяет
вывести асимптотику для волновых полей в
дальней зоне [12], что играет ключевую роль
в определении динамической реакции мате-
риала и в исследовании волновых полей. В
отличие от представления классического мо-
дального анализа, последний может учиты-
вать не только характеристики материала,
но и источника. Асимптотическое представ-
ление удобно как для модального, так и для
амплитудного анализа. Это становится эф-
фективным инструментом для быстрого па-
раметрического анализа в случае, если име-
ется достаточно надежный алгоритм для по-
строения матрицы Грина, поиска полюсов и
расчета вычетов.

Целью работы является развитие мето-
да моделирования волновых колебаний в
периодических слоистых и функционально-
градиентных материалах (фононных кри-
сталлов) на основе интегрального подхода
и метода Т-матриц, анализ фильтрацион-
ных свойств (запрещенных зон) и влияние на
них свойств материалов, образующих ячейку
кристалла. Она является естественным про-
должением работ, начатых в [13].

1. Одномерный фононный кристалл

В фононном кристалле (ФнК), состоя-
щем из N периодически повторяющихся яче-

ек (ai−1 6 z 6 ai), расположенных между
двумя упругими полупространствами HSA
и HSB (рис. 1), приходящей из плоскости
z < 0 волной uinc(x, z) exp(−iωt) возбужда-
ются гармонические колебания на частоте ω.
Рассматриваются P - и SV -волны.

Каждая ячейка представляет собой на-
бор из двух однородных изотропных слоев
толщины hA и hB соответственно, толщина
ячейки H = hA + hB. Таким образом, квази-
периодическая структура (ФнК) состоит из
N ячеек, занимающих последовательно об-
ласти ak−1 6 z 6 ak (k = 1, 2, . . . , N). Весь
ФнК расположен в пределах 0 6 z 6 NH.

Вектор перемещений

u = {ux, uz} = {u1, u2}

может быть представлен через потенциалы
продольных ϕ и поперечных ψ колебаний

u1 = ∂ϕ/∂z + ∂ψ/∂x, u2 = ∂ϕ/∂x− ∂ψ/∂z,

удовлетворяющие волновым уравнениям

4ϕ− 1

v2P
ϕ̈ = 0, 4ψ − 1

v2S
ψ̈ = 0. (1.1)

Здесь vP =
√

(λ+ 2µ)/ρ и vS =
√
µ/ρ —

скорости продольных и поперечных колеба-
ний слоя с плотностью ρ и модулями Ла-
ме λ и µ. Тензор напряжений имеет вид
σij = λuk,k δi,j + µ(ui,j + uj,i).

На границах слоев z = zn (n = 1, 2, . . . , N)
заданы условия непрерывности перемещений
и нормальных к границе напряжений, в ка-
честве условия на бесконечности (|z| → ∞)
принимается принцип предельного поглоще-
ния.
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2. Математическая модель колебаний
фононного кристалла

2.1. Плоские колебания фононного
кристалла

С помощью преобразования Фурье Fx

по координате x с параметром α реше-
ние представляется в виде суперпозиции
плоских волн, каждая из которых являет-
ся решением задачи для падающей плос-
кой волны Uinc(z, α) exp(iαx − iωt), где
Uinc = Fx[uinc] — преобразование Фурье век-
тора uinc.

Тогда потенциалы для задачи с плоскими
колебаниями имеют вид

Φ(z, α) exp(iαx−iωt) и Ψ(z, α) exp(iαx−iωt).

Здесь Φ и Ψ — комплексные амплитуды
потенциалов, являющиеся преобразованиями
Фурье потенциалов ϕ и ψ соответственно,
имеют следующее общее представление:

Φ = a1e
iqLz + a3e

−iqLz,
Ψ = a2e

iqT z + a4e
−iqT z,

(2.1)

где qL = κL cos θL и qT = κT cos θT . В по-
следних соотношениях использованы обозна-
чения: κL = ω/vP , κT = ω/vS — волновые
числа P - и S-волны в рассматриваемой сре-
де, а углы θL и θT определяются из уравне-
ний

κL sin θL = κT sin θT = α.

В общем случае θLk и θT k — комплексные
многолистные функции α. Правильный лист
следует выбрать, используя один из принци-
пов излучения. Принцип предельного погло-
щения приводит к следующим необходимым
условиям:

Re[cos θs] > 0, Im[cos θs] > 0, s = L, T.

2.2. Метод Т-матриц и сингулярные числа
Т-матрицы ячейки

Коэффициенты прохождения и отраже-
ния для многослойного ФнК определяют-
ся из условий непрерывности напряжений и
смещений на интерфейсах слоев. Для этой
цели может быть использован метод матриц
переноса (Т-матриц) [14], где общая матри-
ца переноса всей структуры из N -ячеек на-
ходится как степень T = TN

c матрицы пе-
реноса одной ячейки Tc. В предположении,
что ячейка кристалла состоит из L слоев ее

матрица Tc = TL ·TL−1 · . . . ·T2 ·T1 — произ-
ведение Т-матриц каждого слоя (нумерация
слоев — в направлении падающей волны).

Матрица переноса Tk произвольного слоя
zk−1 < z < zk с номером k выражает ли-
нейную зависимость между характеристика-
ми произвольной точки поля и его значения-
ми на границе

v(z) = Tk(z, zk−1)v(zk−1). (2.2)

Здесь v = {U1, U2,Σ12,Σ22}T — обобщенный
вектор-столбец, сформированный из преоб-
разований Фурье компонент комплексных
амплитуд смещений u и горизонтальных на-
пряжений σz = {σ12, σ22}. Матрица Tk мо-
жет быть найдена следующим образом:

Tk(z, zk−1) = Mk Ek(z − zk−1) M−1
k .

Здесь Mk — состоящая из 4х вектор-столбцов
следующая матрица:

Mk =
(
b+
1

... b+
2

... b−1
... b−2

)
, (2.3)

b±1 = {iκLk sin θLk,±iκLk cos θLk,

∓ µkκ2
Lk sin 2θLk, −µkκ2

T k cos 2θT k}T,

b±2 = {±iκT k cos θT k, −iκT k sin θT k,

− µkκ2
T k cos 2θT k, ±µkκ2

T k sin 2θT k}T,

где символ aT обозначает, как обычно, опе-
рацию транспонирования;

Ek(z) = diag{exp[i qLk z], exp[i qTk z],

exp[−i qLk z], exp[−i qTk z]}

— диагональная матрица перечисленных экс-
понент.

Используя базис Жордана матрицы пере-
хода ячейки Tc, общая Т-матрица ФнК нахо-
дится как произведение

T = G−1 ΛN G,

где G — матрица перехода Tc к диаго-
нальной матрице Жордана Λ = diag{1/λ1,
1/λ2, λ1, λ2}, за исключением очень редких
и специфических случаев, когда λ1 = λ2 и
матрицаЖордана может иметь треугольный
вид.

Пусть {rL, tL} и {rT , tT } — амплитудные
коэффициенты отраженных и прошедших P -
и SV -волн в полуплоскостях рассматривае-
мой периодической структуры соответствен-
но. Тогда обобщенные вектор v в нижней и
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верхней полуплоскости имеют соответствую-
щий вид:

v = vinc + rLv−L 0 + rTv−T 0 =

= M−E−(z)h−, z 6 0,

v = tLv+
LN + tTv+

T N =

= M+E+(z)h+, z > NH.
(2.4)

Здесь vinc — обобщенный вектор падающе-
го поля, вектора h− = {δL, δT , rL, rT } и
h+ = {tL, tT , 0, 0} составлены из извест-
ных амплитудных коэффициентов падающей
волны δL и δT и неизвестных амплитуд-
ных коэффициентов отраженной и прошед-
шей волн; M− и M+ —М-матрицы (2.3) ниж-
ней и верхней полуплоскости соответственно.

Выделение сингулярных составляющих в
решении, вносимых матрицей ΛN , позволяет
получить полуаналитическое представление
для коэффициентов прохождения

{tL, tT } =
4∑

i=1
miλ

N
i /∆,

∆ =
3∑

i=1

4∑
j=i+1

∆ijλ
N
i λ

N
j ,

(2.5)

где собственные значения λ3 = 1/λ1 и
λ4 = 1/λ2, а векторы mi и коэффициенты ∆ij

(i, j = 1, 2, 3, 4) выражаются через элементы
матриц ‖dij‖ = M−1

− G−1 и ‖eij‖ = GM+:

mi = (d2iδL − d1iδT ){ei2,−ei1};

∆ij =

∣∣∣∣ d1i d1j
d2i d2j

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣ ei1 ei2
ej1 ej2

∣∣∣∣ .
Амплитудные коэффициенты отражен-

ных волн

{rL, rT } =

3∑
j=1

4∑
k=j+1

sjk λ
N
j λ

N
k /∆ (2.6)

могут быть выражены через компоненты
векторов sjk = {s1jk, s2jk}

sijk = (ej1ek2 − ej2ek1)×
×
[
(di+2 j d2k − di+2 k d2j)δL

− (di+2 j d1k − di+2 k d1j)δT
]
,

i = 1, 2; j, k = 1, 2, 3, 4.

Описанная схема полностью позволяет опре-
делить поле в рассматриваемой слоистой
структуре при плоских колебаниях. В общем

случае колебания, возбуждаемые падающей
гармонической волной uinc, находятся в фор-
ме обратного преобразования Фурье

u(x, z) = uinc(x, z)H(−z)+

+
1

2π

∫ ∞
−∞

G(α, z)P0(α) dα. (2.7)

Здесь H(z) — функция Хевисайда; G(α, z) —
матрица 2 × 2, составленная из вектор-
столбцов UL и UT , являющихся решениями
алгоритма (2.2)–(2.6) для δL = 1, δT = 0
и δL = 0, δT = 1 соответственно. Вектор
P0 = {Φinc(α, 0),Ψinc(α, 0)} описывает ис-
точник колебаний на нижней границе фонон-
ного кристалла, где Φinc и Ψinc — преобразо-
вания Фурье продольных и поперечных по-
тенциалов падающего поля.

2.3. Запрещенные и разрешенные зоны

Возможно наиболее интересным фено-
меном, возникающим в фононных кристал-
лах, являются запрещенные зоны. Запрещен-
ные частотные зоны (ЗЧЗ) — это диапазо-
ны частот, в которых распространение волн
и волновой энергии через упругую структуру
невозможно. Все другие диапазоны, в кото-
рых наблюдается прохождение, называются
разрешенными зонами (РЧЗ).

Поиск запрещенных зон может быть осу-
ществлен непосредственным численным ана-
лизом коэффициента прохождения. Однако
существует более простой и точный подход,
основанный на полученном полуаналитиче-
ском представлении (2.5).

Пусть для простоты описания собствен-
ные значения λ1 и λ2 матрицы Tc выбраны
так, чтобы |λ2| > |λ1| > 1. Тогда из (2.5) при
N →∞ имеем следующую асимптотику:

xt = {tL, tT } ∼
∼ (m1λ

−N
2 + m2λ

−N
1 )/(∆12λ

2N
1 + ∆23)

при N →∞,

которая приводит к трем различным ситу-
ациям, когда |xt| � 1, показанным в табли-
це. В последнем столбце таблицы приводится
асимптотика энергетического коэффициента
прохождения κ+.

Представленная классификация запре-
щенных зон с использованием собственных
значений согласуется с методом, описанным



124 Фоменко С.И.

Классификация частотных диапазонов возбуждения фононных кристаллов

Тип Собственные Дополнительные Поведение κ+

зоны значения Tc условия при N →∞
ЗЧЗ – I |λ2| > 1 & m2 6= 0 & ∆12 6= 0 κ+ = O(|λ1|−2N )

|λ1| > 1 m2 = 0 & ∆12 6= 0 κ+ = O(|λ2|−2N )

ЗЧЗ –II |λ2| > 1 & m2 = 0 κ+ = O(|λ2|−2N )

|λ1| = 1

РЗМП |λ2| > 1 & 0 < w < ε < 1 κ+ = O(|w|2)

|λ1| = 1 w = |m2/(∆12 + ∆23λ
−2N
1 )|

РЧЗ |λ2| > 1 &
|λ1| = 1 w > ε κ+ = O(1)

или |λ2| = 1

в работе [15] и основанном на анализе ко-
эффициентов локализации, которые опреде-
ляются как наименьшее положительное зна-
чение показателя Ляпунова. Но здесь клас-
сификация получается естественным путем
через анализ явного вида асимптотики по-
ля при N → ∞, кроме того, представленная
классификация вводит понятие разрешенной
зоны с малым прохождением РЗМП, в ко-
тором коэффициент прохождения настолько
мал, что эти диапазоны можно в приближе-
нии рассматривать как запрещенные и ис-
пользовать в приложениях.

3. Исследование фильтрационных
свойств фононных кристаллов

Ниже приводятся результаты анализа
влияния относительных толщин слоев ячей-
ки (концентрации материалов), угла падения
и типа падающей волны на волновые про-
цессы в рассматриваемой слоистой структу-
ре. В качестве материала A рассматривается
оксид алюминия (ρ = 4000 кг/м3, E = 400
гпа, ν = 0, 231). Материал B — алюминий
(ρ = 2700 кг/м3, E = 70 гпа, ν = 0, 33) явля-
ется более мягким, чем A.

Для демонстрации изменения запрещен-
ных и разрешенных зон с вариацией тол-
щин слоев A и B при фиксированной тол-
щине ячейки H = hA + hB на рис. 2 приво-
дятся диаграммы запрещенных зон: по оси
абсцисс изменяется отношение K = hA/hB
между толщинами, по оси ординат — часто-
та колебаний. Для обозначения различных
областей принимаются следующие соглаше-
ния: незакрашенные области соответствуют
разрешенным зонам, области с градиентной

заливкой обозначают запрещенные зоны I ти-
па (ЗЧД-I), заштрихованные области с гра-
диентной заливкой — зоны II типа (ЗЧД-
II), тогда как РДМП обозначаются только
штриховкой. Насыщенность цвета для зон I
или II типов приводится в соответствии со
значением коэффициента локализации γ, где
γ = lg λ1 в случае ЗЧД-I или γ = lg λ2 в
случае ЗЧД-II. Колебания в рассматривае-
мой структуре возбуждаются падающей под
различными углами (θ = 0◦, θ = 10◦, θ = 60◦

и θ = 80◦) плоской P-волны (рис. 2а–2г со-
ответственно). С отклонением угла падения
P-волны от вертикального (θ = 0◦) запре-
щенные зоны II типа исчезают, трансформи-
руются в разрешенные частотные зоны мало-
го прохождения (РЗМП). С увеличением уг-
ла падения P -волны максимум коэффициен-
та локализации среди всех запрещенных зон
уменьшается, однако, при этом РЗМП, на-
против, расширяются.

Местоположение, форма и ширина запре-
щенных зон и РДМП сильно изменяются
внутри диапазона 10−1 < K < 10. С уве-
личением частоты колебаний увеличивается
и частота возникновения различных зон, ко-
торые с увеличением концентрации одного
из материалов становятся более узкими. При
K → 0 или K → ∞ коэффициент локализа-
ции в зонах стремится к нулю, так как среда
становится однородной. С увеличением кон-
центрации жесткого материала (A) запре-
щенные зоны смещаются в более высокие ча-
стотные диапазоны. Стоит отметить, что для
всех приведенных углов падения при доста-
точно большой концентрации жесткого мате-
риала А (K > 10) запрещенные зоны явля-
ются более широкими, чем при большей кон-
центрации мягкого материала (K < 10−1).
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Рис. 2. Зависимость запрещенных зон от отношения толщин слоев ячейки фононного кристалла

Присутствие мягкого материала B даже в
малых концентрациях (hA = 100hB) при-
водит к появлению широких низкочастот-
ных запрещенных зон в квазипериодической
упругой структуре.
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