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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ОСРЕДНЕНИЯ ГАУССА
К АНАЛИЗУ ВОЗМОЖНОСТИ УВОДА НЕБЕСНОГО ТЕЛА

С ПОМОЩЬЮ МАЛОЙ ТЯГИ1

Санникова Т.Н.2, Холшевников К.В.3, Чечёткин В.М.4

APPLICATION OF GAUSS AVERAGING METHOD TO THE ANALYSIS OF THE POSSIBILITY
OF A CELESTIAL BODY DEVIATION USING A MICROTHRUST

Sannikova T. N., Kholshevnikov K.V., Chechetkin V.M.

A method of a correction of a celestial body (asteroid) trajectory is considered: maintenance
of a small acceleration using a microthrust. Euler equations of osculating elements variations
are written in a moving frame of references in which x-axis is directed along the velocity vector
of the asteroid, and z-axis is directed along the angular momentum vector. Applying Gauss
averaging method under the condition that components of disturbing acceleration are constant
we construct a system of 5 differential equations for slow variables, and after solving them
the fast variable (e.g. mean anomaly) can be found by a simple quadrature. Equations for
semi-major axis, eccentricity, and mean anomaly are integrable in quadratures. The complete
system of averaged equations is integrable in quadratures if the disturbing acceleration lies in
the orbital plane. As an example we consider an asteroid 50 m large having the density 1 g/cm3.
A 1 newton thrust during 8 months is sufficient to assure its deviation at a safe distance.

Keywords: variation of osculating elements, averaging transform, solution in a closed form.

Введение

Пусть точка нулевой массы A движется
под действием притяжения к центральному
телу S и возмущающего ускорения P. Вве-
дем систему отсчета O1 с началом в S и с
вращающимися относительно неподвижной,
инерциальной системы координат O ортами
i1, j1, k1, направленными по вектору скоро-
сти астероида, главной нормали к оскулиру-
ющей орбите (перпендикуляру к вектору ско-
рости в плоскости оскулирующей орбиты в
сторону движения) и бинормали (направлен-
ной по вектору площадей). Систему O1 назо-
вем сопровождающей.

Исследуем движениеA, считая компонен-
ты вектора P постоянными в сопровожда-
ющей системе координат. В настоящей ста-
тье мы воспользуемся уравнениями Эйлера

в оскулирующих элементах и применим к
ним осредняющее преобразование, считая от-
ношение возмущающего ускорения |P| к ос-
новному κ2/r2 малой величиной и ограничи-
ваясь возмущениями первого порядка. Здесь
r = SA, κ2 — произведение постоянной тяго-
тения на массу тела S.

В рамках поставленной модельной зада-
чи рассмотрим один из методов коррекции
траектории опасного небесного тела (астеро-
ида): сообщение ему малого ускорения с по-
мощью двигателя малой тяги.

1. Уравнения движения и их
осредняющее преобразование

Обратимся к уравнениям движения типа
Эйлера в оскулирующих элементах [1, 2]. За
последние выберем кеплеровские элементы
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ω, e, i, Ω, σ, M — среднее движение, эксцен-
триситет, наклон, долгота восходящего узла,
аргумент перицентра и средняя аномалия.
Выбор среднего движения вместо большой
полуоси a сильно упрощает операции осред-
нения, поскольку скорость изменения M в
невозмущенном движении линейно зависит
от ω, но существенно нелинейно от a.

Принято различать вектор медленных
переменных x = (ω, e, i,Ω, σ), постоянных
в невозмущенном движении, и скалярную
быструю переменную y = M , линейно зави-
сящую от x1 = ω. Здесь и ниже компоненты
трехмерного вектора P и пятимерных векто-
ров x, f , X, F обозначены теми же буквами с
номером компоненты в виде нижнего индек-
са.

Уравнения типа Эйлера в оскулирующих
элементах для сопровождающей системы от-
счета имеют вид:

ẋ = µf(x, y),

ẏ = x1 + µg(x, y).
(1.1)

Здесь точка означает дифференцирование по
времени t, µ — малый параметр, который мы
вводим искусственно и считаем постоянным,
а f = (f1, f2, f3, f4, f5) и g — вещественно-
аналитические функции в окрестности на-
чальных данных.

Применим к (1.1) процедуру осреднения,
в результате чего (1.1) перейдет в систему:

Ẋ = µF(X, Y ) + . . . ,

Ẏ = X1 + µG(X, Y ) + . . . .

В дальнейшем мы ограничимся возмущени-
ями первого порядка и не будем указывать
на наличие членов более высокого порядка.

В нашем случае лишь одна переменнаяM
является быстрой, поэтому малые знаменате-
ли не появляются и решение находится эле-
ментарно. Согласно методу осреднения [3] за
F, G следует взять среднее значение функ-
ций f , g:

F(X) = Ef(X, Y ) =
1

2π

π∫
−π

f(X, Y ) dY,

G(X) = Eg(X, Y ) =
1

2π

π∫
−π

g(X, Y ) dY.

Таким образом, функции F, G не зависят
от Y .

Правые части уравнений (1.1) в функции
эксцентрической аномалии E:

f1 = −3

a

√
1 + e cosE

1− e cosE
T,

f2 =
2
√
a
(
1− e2

)
cosE

κ
√

1− e2 cos2E
T−

−
r
√
p sinE

κa
√

1− e2 cos2E
N,

f3 =
a

κ√p
[cosσ(cosE − e)− η sinσ sinE]W,

f4 =
a

κ√p sin i
[sinσ(cosE − e) + η cosσ sinE]W,

f5 =
2
√
p sinE

κe
√

1− e2 cos2E
T+

+

√
a(e+ cosE)

κe
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1− e cosE

1 + e cosE
N− cos if4,

g = ω −
2
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a
(
1− e3 cosE

)
sinE

κe
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1− e2 cos2E
T+

+

√
p(e− cosE)

κe

√
1− e cosE

1 + e cosE
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где

p = a(1− e2), r = a(1− e cosE),

η =
√

1− e2

и, как обычно, в системе O1 принято
P = (T,N,W ).

Средние значения функций f , g легко вы-
числяются. В результате уравнения типа Эй-
лера в средних элементах примут вид:

ω̇ = − 6

πa
E(e)T, ė = −4η2e

πωa
D(e)T,

•
ı= − 3e

2ωaη
cosσW,

Ω̇ = − 3e

2ωaη sin i
sinσW,

σ̇ =
2

πωa

[
−2(1− e2)D(e) + E(e)

]
N+

+
3e ctg i

2ωaη
sinσW,
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Ṁ = ω+
2η

πωa

[
2(1 + e2)D(e) + E(e)

]
N. (1.2)

Правые части уравнений движения в
средних элементах выражаются через пол-
ные эллиптические интегралы и имеют про-
стой вид.

Можно показать, что разности оскули-
рующих и средних элементов — ограничен-
ные малой величиной периодические функ-
ции средней аномалии, и при изучении эво-
люции орбиты ими можно пренебречь.

2. Решение системы осредненных
уравнений движения

Очевидно, что уравнения для большой
полуоси, эксцентриситета и средней ано-
малии интегрируются в квадратурах. При
W = 0 в квадратурах интегрируется полная
система осредненных уравнений.

Пусть N = W = 0 (тяга по или про-
тив вектора скорости астероида). Тогда (1.2)
примет вид:

ω̇ = − 6

πa
E(e)T, ė = −4η2e

πωa
D(e)T,

•
ı= Ω̇ = σ̇ = 0,

Ṁ = ω. (2.1)

В случае круговой орбиты (e = 0) полу-
чаем точное решение системы (2.1):

ω = ω0(1−Bt)3, a = a0(1−Bt)−2,

M = M0 +
ω0

4B
[1− (1−Bt)4]

при

B =
T

κ2/3ω
1/3
0

.

Оценим значения параметров, полагая

κ = 1, 152 · 1010 м3/2/ с,

диаметр астероида = 50 м,

плотность = 1 г/см3, масса = 6, 5 · 107 кг,

тяга = 1 Н, a0 = 1, 1 a.e. = 1, 65 · 1011 м,

ω0 = 1, 72 · 10−7 рад/с = 5, 43 рад/год :

|T| = 1, 53 · 10−8 м
с2
,

B = 5, 4 · 10−13 с−1 = 1, 7 · 10−5 год−1,

поэтому на временах в сотни и даже тысячи
лет безразмерная величина Bt остается ма-
лой.

Разности возмущенной и невозмущенной
большой полуоси и средней аномалии

∆a

a0
= (1−Bt)−2 − 1 ≈ 2Bt,

∆M = −
(

3ω0t

2

)
Bt

(
1− 2

3
Bt+

1

6
B2t2

)
≈

≈ −
(

3ω0t

2

)
Bt.

Эти две величины совпадают при t ≈ 3 меся-
ца.

Разность возмущенного и невозмущенно-
го положения в первом порядке малости

|∆r|
a0
≈

√
∆a2

a20
+ ∆M2 ≈

≈ 3Bω0t
2

2

√
1 +

16

9ω2
0t

2
.

Итак, астероид удаляется на расстояние
10 Мм за 8 месяцев работы двигателя тя-
гой в 1 Н. Зависимость уклонения от времени
квадратична. При тяге в 0,1 Н и 10 Н время
уклонения составит 31 и 3 месяца, соответ-
ственно.

При малых e ситуация аналогична, осо-
бенно при T > 0 (разгон), когда эксцентри-
ситет убывает. Случай больших e, особенно
при T < 0 (торможение), когда эксцентриси-
тет возрастает, требует исследования.

Заключение

В случае постоянства P в сопровожда-
ющей системе O1 найдены дифференциаль-
ные уравнения изменения средних элемен-
тов. Правые части уравнений для средних
элементов выражаются через полные эллип-
тические интегралы. В случае круговой ор-
биты и при возмущающем ускорении, ле-
жащем в плоскости орбиты, в квадратурах
интегрируется полная система осредненных
уравнений. Решение уравнений показывает,
что увод опасного 50-метрового астероида от
траектории столкновения с Землей достига-
ется двигателем с тягой в 1 ньютон за 8 ме-
сяцев.
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