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Введение

В последние годы в различные об-
ласти техники все шире внедряются
функционально-градиентные материалы, об-
ладающие переменными физическими свой-
ствами и позволяющие значительно улуч-
шить качество элементов конструкций. Од-
нако при технологической обработке таких
материалов в результате неравномерного
остывания в процессе прокатки, закалки,
сварки могут возникнуть начальные напря-
жения (преднапряжения) и начальная тем-
пература (преднагрев или предохлаждение).
Начальными или предварительными назы-
вают напряжения, существующие в телах
при отсутствии внешних тепловых и механи-
ческих воздействий. Учет предварительных
напряжений позволяет адекватно описывать
поведение сложных систем, например, тру-
бопроводов, в режиме эксплуатации при на-
личии сложного термосилового нагружения.
Кроме того, остаточные напряжения могут
играть решающую роль при наложении на
конструкции больших эксплуатационных на-
грузок, поэтому их учет важен в прогнози-
ровании критических ситуаций.

Эффективность практического примене-
ния предварительно-напряженных неодно-
родных термоупругих материалов зависит
от знания точных законов неоднородности,
а для их определения необходимо решать

коэффициентные обратные задачи (КОЗ)
термоупругости. В настоящее время накоп-
лен достаточный опыт решения коэффи-
циентных обратных задач теории упруго-
сти и теплопроводности в отдельности, ос-
новные результаты которых собраны в мо-
нографиях [1, 2]. Обратные задачи термо-
упругости для неоднородных тел исследова-
ны весьма слабо, исследования ограничены
в основном идентификацией характеристик
вертикально-неоднородной полубесконечной
среды [3], слоистых [4] и слабо неоднород-
ных тел [5]. Это связано с трудностями, воз-
никающими при построении нелинейных опе-
раторных отношений, связывающих искомые
и измеряемые в эксперименте функции. Для
преодоления этой трудности в ряде работ [6–
9] был построен итерационный процесс, на
каждом этапе которого решались линеаризо-
ванные интегральные уравнения Фредголь-
ма 1-го рода, однако в этих работах иденти-
фикация термомеханических характеристик
производилась при отсутствии начальных
напряжений и преднагрева. Вместе с тем,
для потребностей техники необходимо иссле-
довать влияние предварительных напряже-
ний на граничные физические поля неодно-
родных термоупругих тел и на процедуру
идентификации термомеханических характе-
ристик. С этой целью в данной работе бы-
ли получены уравнения термоупругости для
предварительно-напряженного неоднородно-
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го термоупругого стержня на основе подхо-
да, предложенного А.Н. Гузем [10] и Л. Ро-
бертсоном [11]. Далее, задача о колебани-
ях неоднородного термоупругого стержня ре-
шалась на основе метода сведения к систе-
ме интегральных уравнений Фредгольма 2-го
рода в трансформантах и процедуре обра-
щения на основе теории вычетов. Проведен
анализ влияния преднапряжений на торце-
вые характеристики стержня. Для решения
КОЗ были получены операторные уравнения
и проведен анализ результатов идентифика-
ции термомеханических характеристик неод-
нородного стержня.

1. Решение прямой задачи для
неоднородного термоупругого

стержня

Рассмотрим продольные колебания жест-
ко закрепленного на торце x = 0 неодно-
родного предварительно напряженного тер-
моупругого стержня длины l под действи-
ем приложенной к торцу x = l силы p0λ(t).
Начально-краевая задача в случае отсут-
ствия массовых сил, полученная на основе
термодинамических соотношений [12], в слу-
чае конечных деформаций после линеариза-
ции имеет вид [13]

∂σx
∂x

= ρ(x)
∂2u

∂t2
, (1.1)

σx = (E + σ0x + γθ0)
∂u

∂x
− γ(x)θ, (1.2)

∂

∂x

(
k(x)

∂θ

∂x

)
= cε(x)

∂θ

∂t
+

+ (E + σ0x + γθ0)
∂2u

∂x∂t
, (1.3)

θ(0, t) = 0,
∂θ

∂x
|x=l = 0, (1.4)

u(0, t) = 0, σx|x=l = p0λ(t), (1.5)

θ(x, 0) = u(x, 0) =
∂u

∂t
(x, 0) = 0. (1.6)

Здесь σ0x(x) — преднапряжение, θ0(x) — пред-
нагрев, которые удовлетворяют уравнениям
равновесия и стационарной теплопроводно-
сти

dσ0x
dx

= 0,
d

dx

(
k(x)

dθ0

dx

)
= 0

соответственно. Из уравнения равновесия
следует, что начальное напряжение для

стержня является постоянной величиной
σ0x = const.

Перейдем в (1.1)–(1.6) к безразмерным
параметрам и переменным, обозначая

z =
x

l
, z ∈ [0, 1], k̄(z) =

k(zl)

k0
,

c̄(z) =
cε(zl)

c0
, ρ̄(z) =

ρ(zl)

ρ0
, Ē(z) =

E(zl)

E0
,

γ̄(z) =
γ(zl)

γ0
, t1 =

l2c0
k0

, t2 = l

√
ρ0
E0
,

τ =
t

t2
, W =

γ0θ

E0
, U =

u

l
, Ω =

σx
E0
,

δ0 =
γ0
c0
, µ =

p0
E0
, ε0 =

t2
t1

=
k0
c0l

√
ρ0
E0
,

Ω0 =
σ0x
E0
, W 0 =

γ0θ
0

E0
, χ̄(z) = Ω0 + γW 0,

η̄(z) = Ē(z) + χ̄(z), k0 = maxx∈[0,l]k(x),

c0 = maxx∈[0,l]c(x), E0 = maxx∈[0,l]E(x),

ρ0 = maxx∈[0,l]ρ(x), γ0 = maxx∈[0,l]γ(x).

После обезразмеривания начально-краевая
задача (1.1)–(1.6) примет следующий вид:

∂Ω

∂z
= ρ̄(z)

∂2U

∂τ2
, (1.7)

Ω = η̄(z)
∂U

∂z
− γ̄(z)W, (1.8)

ε0
∂

∂z

(
k̄(z)

∂W

∂z

)
= c̄(z)

∂W

∂τ
+

+ δ0η̄(z)
∂2U

∂z∂τ
, (1.9)

W (0, τ) = 0,
∂W

∂z
(1, τ) = 0, (1.10)

U(0, τ) = 0, Ω(1, τ) = µλ(τ), (1.11)

W (z, 0) = U(z, 0) =
∂U

∂τ
(z, 0) = 0. (1.12)

Прямая задача термоупругости заклю-
чается в определении функций U(z, τ) и
W (z, τ) из (1.7)–(1.12) при известных термо-
механических характеристиках (Ē(z), ρ̄(z),
с̄(z), k̄(z), γ̄(z)) и функции χ̄(z).

В обратной задаче требуется опреде-
лить одну из термомеханических характери-
стик стержня (Ē(z), ρ̄(z), с̄(z), k̄(z), γ̄(z)) при
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известных остальных по дополнительной ин-
формации о смещении на торце стержня

U(1, τ) = f(τ), τ ∈ [a, b] , (1.13)

или о температуре на торце стержня

W (1, τ) = g(τ), τ ∈ [c, d] . (1.14)

Прямая задача (1.7)–(1.12) после применения
преобразования Лапласа по безразмерному
времени τ сведена к системе интегральных
уравнений Фредгольма 2-го рода в трансфор-
мантах, как в [8, 9]

W̃ (z, p) =

1∫
0

K1(z, ξ, p)W̃ (ξ, p)dξ+

+

1∫
0

K2(z, ξ, p)Ω̃(ξ, p)dξ,

Ω̃(z, p) =

1∫
0

K3(z, ξ, p)W̃ (ξ, p)dξ+

+

1∫
0

K4(z, ξ, p)Ω̃(ξ, p)dξ + f1(p), (1.15)

Здесь ядра Kj(z, ξ, p) (j = 1, 4) и правая
часть f1(p) имеют вид

K1(z, ξ, p) = − p

ε0
(c̄(ξ) + r̄)

min{z,ς}∫
0

dς

k̄(ς)
,

K2(z, ξ, p) = − p

ε0
δ0
γ̄(ξ)

η̄(ξ)

min{z,ς}∫
0

dς

k̄(ς)
,

K3(z, ξ, p) = −p2 γ̄(ξ)

η̄(ξ)

1∫
min{z,ς}

ρ̄(ς)dς,

K4(z, ξ, p) = −p2 1

η̄(ξ)

1∫
min{z,ς}

ρ̄(ς)dς,

f1(p) = µλ̃(p),

r̄(ξ) =
δ0γ̄

2(ξ)

η̄(ξ)
.

Для решения прямой задачи в случае воз-
буждения колебаний стержня под действием
приложенного к торцу x = l теплового пото-
ка q = q0φ(t) (в безразмерном виде нагруз-
ка ωφ(τ), где ω = q0γ0l

k0E0
) аналогичным обра-

зом получена система интегральных уравне-
ний Фредгольма 2-го рода.

Решение системы (1.15) проводилось на
основе метода коллокаций с использовани-
ем квадратурной формулы трапеций. Для
нахождения оригиналов применялась теория
вычетов [9].

Точность расчетов температуры и смеще-
ния проверялась путем сравнения с анали-
тическим решением, полученным для одно-
родного преднапряженного стержня. При ко-
личестве разбиений в квадратурной форму-
ле трапеций, равном n = 20, относительная
погрешность численного решения составила
менее 1%.

Проведено исследование влияния одно-
родного начального напряжения и предна-
грева, характеризующихся безразмерным па-
раметром χ̄ = Ω0 + γW 0 (Ω0 — безразмерное
преднапряжение, W 0 — безразмерный пред-
нагрев) на безразмерное торцевое смещение
точек стержня. На рис. 1 изображены графи-
ки изменения торцевой температуры от вре-
мени при торцевой нагрузке λ(τ) = H(τ),
параметре связанности δ0 = 0, 4 и различ-
ных величинах параметра χ̄. Анализ влия-
ния уровня предварительных напряжений на
торцевое смещение показал, что это влияние
наиболее существенно для χ̄ > 0, 005.

2. Решение коэффициентной обратной
задачи термоупругости

Поставленная в работе обратная зада-
ча термоупругости является нелинейной. Ра-
нее для решения обратных задач на осно-
ве итерационного процесса в [6, 9] было по-
лучено обобщенное соотношение взаимности
для неоднородных термоупругих тел при
отсутствии начальных напряжений. Выпол-
нив аналогичные действия применительно
к сформулированной задаче с начальными
напряжениями и проведя процедуру линеа-
ризации, были получены два интегральных
уравнения Фредгольма 1-го рода в трансфор-
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Рис. 1. Влияние начального состояния на торцевое смещение

мантах по Лапласу

1∫
0

δη̄(n−1)

(
dŨ (n−1)

dz

)2

dz+

+ p2
1∫

0

δρ̄(n−1)
(
Ũ (n−1)

)2
dz−

−
1∫

0

δγ̄(n−1)
dŨ (n−1)

dz
W̃ (n−1)dz =

= −µλ̃(p)
(
f̃(p)− Ũ (n−1)(1, p)

)
, (2.1)

1∫
0

δk̄(n−1)

(
dW̃ (n−1)

dz

)2

dz+

+ p

1∫
0

δc̄(n−1)
(
W̃ (n−1)

)2
dz+

+ 2δ0p

1∫
0

δγ̄(n−1)
dŨ (n−1)

dz
W̃ (n−1)dz =

= ωφ̃(p)
(
g̃(p)− W̃ (n−1)(1, p)

)
. (2.2)

Если необходимо восстановить только од-
ну из термомеханических характеристик при
известных остальных, уравнения (2.1) и (2.2)
распадаются на независимые интегральные
уравнения.

Так, операторное уравнение в трансфор-
мантах для нахождения коэффициента теп-
лопроводности k̄(z) при торцевой нагрузке
φ(τ) = H(τ) имеет вид

p

1∫
0

δk̄(n−1)

(
dW̃ (n−1)

dz

)2

dz =

= ω
(
g̃(p)− W̃ (n−1)(1, p)

)
. (2.3)

Для решения обратной задачи на конеч-
ном временном интервале применим к (2.3)
теоремы о свертке и о дифференцировании
оригинала. Тогда для нахождения поправок
δk̄(n−1)(z) при торцевой нагрузке φ(τ) = H(τ)
будем иметь интегральное уравнение Фред-
гольма 1-го рода

1∫
0

δk̄(n−1)R(z, τ)dz = ω(g(τ)−W (n−1)(1, τ)),

(2.4)
τ ∈ [c, d],

где ядро интегрального уравнения (2.6) име-
ет вид

R(z, τ) =

τ∫
0

∂2W (n−1)(z, t)

∂z∂τ

∂W (n−1)(z, t− τ)

∂z
dt.

В работе натурный эксперимент был заме-
нен вычислительным. Безразмерные термо-
механические характеристики стержня ā(z)
восстанавливались в два этапа. На первом
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этапе определялось начальное приближение
в классе положительных ограниченных ли-
нейных функций ā(0)(z) = kz + b на основе
минимизации функционала невязки на ком-
пактном множестве. В случае теплового на-
гружения функционал невязки имеет вид

J1 =

1∫
0

(g(τ)−W (n−1)(1, τ))2dτ, (2.5)

а в случае механического нагружения

J2 =

1∫
0

(f(τ)− U (n−1)(1, τ))2dτ. (2.6)

На втором этапе на основе решения инте-
гральных уравнений Фредгольма 1-го рода
на конечном временном интервале находи-
лись поправки реконструируемых функций и
строился итерационный процесс их уточне-
ния по схеме ā(n)(z) = ā(n−1)(z) + δā(n−1)(z).
Решение интегральных уравнений Фредголь-
ма 1-го рода является некорректной задачей,
для ее регуляризации в работе применялся
метод Тихонова А.Н. [14] Выход из итераци-
онного процесса осуществлялся по достиже-
нии предельного количества итераций, рав-
ного 20, или при достижении соответствую-
щим функционалом невязки (2.5), (2.6) поро-
гового значения, равного 10−6.

Следует заметить, что, исходя из уравне-
ния (2.1), можно найти поправки для вос-
становления функции η̄(z) = Ē(z) + χ̄(z).
Для нахождения модуля Юнга при извест-
ном χ̄ = const необходимо из найденной в ре-
зультате решения обратной задачи функции
η̄(z) вычесть значения параметра χ̄.

3. Результаты вычислительных
экспериментов

При проведении вычислительных экспе-
риментов было принято: n = 20, ε0 = 10−6,
λ = 0, 1, ω = 0, 05. В качестве зондирую-
щей нагрузки была взята нагрузка в виде
функции Хевисайда H(τ). Измерения прово-
дились на временном интервале [0, 0, 5] при
4 точках наблюдения внутри него.

В ходе вычислительных экспериментов
исследовалось влияние параметра начально-
го состояния χ̄ и параметра связанности δ0

на результаты реконструкции термомехани-
ческих характеристик стержня. Ранее в ра-
ботах [6–9] были выяснены особенности ре-
конструкции при χ̄ = 0.

В данной работе выяснено, что при малом
параметре связанности, например, δ0 = 0, 03
теплофизические характеристики (c̄(z), k̄(z),
γ̄(z)) восстанавливаются с хорошей точно-
стью при любых значениях χ̄ 6 0, 05. Так,
при χ̄ = 0, 05 погрешность реконструкции
монотонных функций не превосходит 4%, а
немонотонных — 11%. При увеличении пара-
метра связанности до δ0 = 0, 4 погрешность
реконструкции незначительно увеличивается
на 1–2%. Несколько иная картина наблюда-
ется при реконструкции механических харак-
теристик (Ē(z), ρ̄(z)). Здесь результаты ре-
конструкции практически не зависят от па-
раметра связанности δ0, но сильно зависят
от значения параметра χ̄. При χ̄ = 0 по-
грешность восстановления механических ха-
рактеристик не превышает 3% для монотон-
ных функций и 7% — для немонотонных. Од-
нако при увеличении χ̄ погрешность рекон-
струкция модуля Юнга Ē(z) быстро растет.
Так, для монотонных функций погрешность
восстановления Ē(z) при χ̄ = 0, 005 увели-
чивается до 6%, при χ̄ = 0, 05 до 12%, а
при χ̄ = 0, 1 реконструкция становится уже
невозможной.

На рисунках сплошной линией изображен
точный закон, точками — восстановленный
при отсутствии предварительных напряже-
ний, пунктиром — восстановленный при па-
раметре χ̄ = 0, 01.

На рис. 2 представлен результат восста-
новления убывающей функции c̄(z) = cos(z)
при известных торцевых значениях удель-
ной теплоемкости. Начальное приближение
c̄0(z) = 1, 1 − 0, 5z, параметр связанности
δ0 = 0, 4. Для достижения порогового значе-
ния в функционале (2.5) потребовалось 4 ите-
рации. Погрешность реконструкции на по-
следней итерации при χ̄ = 0 не превысила
0,5%, а при χ̄ = 0, 01 увеличилась до 1,5%.

На рис. 3 приводится пример реконструк-
ции немонотонной функции Ē(z) = z2−z+1.
Начальное приближение c̄0(z) = 0, 9− 0, 35z,
параметр связанности δ0 = 0, 03. Для дости-
жения порогового значения в функционале
(2.6) потребовалось 6 итераций. Погрешность
реконструкции на последней итерации при
χ̄ = 0 не превысила 1%, а при χ̄ = 0, 01 —
увеличилась до 6%.
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Рис. 2. Результаты реконструкции удельной
теплоемкости

Рис. 3. Результаты реконструкции модуля
Юнга
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