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Abstract: The discrete analog of the system of nonstationary differential equations, which
describe the dynamics of height changes of physical parameters of boundary stratum of
atmosphere, is constructed on the basis of generalized solution. The iterative process of finding
periodical by the time horizontal components of wind velocity, potential temperature, coefficient
of turbulent viscosity, kinetic energy and the scale of turbulence is suggested.

Keywords: boundary stratum of atmosphere, ground stratum of atmosphere, potential
temperature, coefficient of turbulent viscosity, Galerkin’s method, periodical solutions.

Работа посвящена построению дискрет-
ного аналога системы нестационарных диф-
ференциальных уравнений, описывающих
динамику изменения по высоте физических
параметров пограничного слоя атмосферы.
Исследуемая математическая модель приве-
дена в [1, 2].

Согласно принятой в метеорологии клас-
сификации [3], пограничный слой атмосфе-
ры вследствие турбулентного обмена харак-
теризуется хорошо выраженным ходом тем-
пературы и других метеорологических вели-
чин (скорости ветра, характеристик влажно-
сти). Высота этого слоя в среднем состав-
ляет 1000–1500 м. В нижней части погра-
ничного слоя принято выделять приземный
слой атмосферы, в пределах которого метео-
рологические величины резко изменяются с
высотой. Обычно определяют толщину при-
земного слоя из условия изменения физиче-
ских параметров атмосферы не более 20%
их абсолютных значений, что для большин-
ства метеорологических величин приводит к
оценке приземного слоя порядка 50–100 м.
Нижняя граница приземного слоя z0 — па-
раметр шероховатости, который характери-
зует динамическое взаимодействие атмосфе-
ры и подстилающей поверхности, принима-
ющей периодически поток солнечной радиа-
ции. Значения этого параметра колеблются
от долей миллиметра до одного метра.

Рассматриваемая математическая модель
предполагает воздушный поток однородным
по горизонтали. Ось x прямоугольной систе-
мы координат ориентирована по направле-
нию геострофического ветра, то есть вдоль
изобар. Искомые физические параметры по-
граничного слоя являются функциями вре-
мени t и высоты z. Перечислим неизвестные
функции:

u, v — горизонтальные компоненты сред-
ней скорости ветра;

θ — потенциальная температура, которая
в сухоадиабатическом термодинамическом
процессе связана со средней абсолютной тем-

пературой равенством θ = T
(
1000 гПа

p

)0,286
,

здесь p = p (z) — атмосферное давление на
высоте z;

b2 = 1
2(u′)2+ 1

2(v′)2 — величина, пропорци-
ональная средней кинетической энергии тур-
булентности ρb2, ρ — плотность воздуха, u′,
v′ — пульсационные значения компонент ско-
рости, черта сверху означает усреднение;

l — масштаб турбулентности (путь сме-
шения) — длина, характеризующая средний
размер турбулентных возмущений;

KM — коэффициент турбулентной вязко-
сти;

ε — средняя скорость диссипации турбу-
лентной энергии.
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Известными предполагаются следующие
параметры:

G — скорость геострофического ветра;
z0 — параметр шероховатости;
f = 2ω sinφ — параметр Кориолиса, ω —

угловая скорость вращения Земли, φ — гео-
графическая широта местности;

β — параметр плавучести, как и параметр
Кориолиса определяется только географиче-
ским положением места наблюдения;

κ — постоянная Кармана, у большинства
исследователей κ = 0, 4;

θm — амплитуда суточных колебаний тем-
пературы на уровне шероховатости;

θ0 0 — среднесуточное значение темпера-
туры (по шкале Кельвина) на этом уровне.

Замкнутая математическая модель, опи-
сывающая суточные изменения параметров
пограничного слоя атмосферы, состоит из
следующих уравнений.

Уравнения движения

∂u

∂t
= fv +

∂

∂z

(
KM

∂ u

∂z

)
,

∂v

∂t
= f (G− u) +

∂

∂z

(
KM

∂v

∂z

)
.

Уравнение колебаний температуры

∂θ

∂t
=

∂

∂z

(
KH

∂θ

∂z

)
.

Уравнение турбулентной энергии

∂b2

∂t
= KM

[(
∂u

∂z

)2

+

(
∂v

∂z

)2
]
−

− βKH
∂θ

∂z
+

∂

∂z

(
KQ

∂b2

∂z

)
− ε.

Здесь согласно полуэмпирической теории
турбулентности полагают

KH = αHKM , KQ = αQKM , KM = c0bl,

ε = cεb
3/l,

где αH , αQ, c0, cε — эмпирические без-
размерные константы. Постоянные αH и
αQ — величины порядка единицы, для со-
кращения записи вводят одну константу
c = c40 = c

4/3
ε = 0, 046.

Формула для масштаба турбулентности

l = −κ b/l

∂ (b/l) /∂z

получена на основе гипотезы приближенно-
го подобия и обобщает формулу Кармана
l = κz, справедливую вблизи поверхности
почвы.

Поскольку функции KM и ε задаются яв-
но через b и l, то их можно исключить из
числа неизвестных и далее рассматривать
систему пяти дифференциальных уравнений
с пятью неизвестными функциями. По вре-
менной переменной t все функции считаются
периодическими с периодом сутки: 2πω. На
уровне шероховатости z0 в данной модели за-
даны следующие граничные условия:

u = 0, v = 0, θ = θ0 0 + θm sinωt,

∂b2

∂z
= 0, l = κz0.

На верхней границе H пограничного слоя ат-
мосферы приняты граничные условия

u = G, v = 0, θ = θ0 0, b2 = 0.

Последнее граничное условие для кине-
тической энергии противоречит равенству
KM = c0bl и современным представлениям о
физике атмосферы: «В свободной атмосфе-
ре турбулентный обмен (в смысле пульсаций
скорости ветра) выражен ничуть не слабее,
чем в пограничном слое. Однако роль тре-
ния в свободной атмосфере мала по срав-
нению с другими силами потому, что здесь
малы вертикальные градиенты скорости вет-
ра» [3]. Следует также отметить, что в боль-
шинстве принятых ранее моделей суточного
хода температуры и скорости ветра коэффи-
циент турбулентного обмена задавался апри-
орно неубывающей функцией высоты, близ-
кой к постоянной величине вне приземного
слоя. Поэтому в настоящей работе принято
более слабое граничное условие на верхней
границе пограничного слоя атмосферы

∂b2

∂z
= 0.

1. Дифференциальная задача в
безразмерных и нормированных

переменных

В [1] при f > 0 ведены безразмерные пе-
ременные

tn = f t, zn =
f z

G
, un =

u

G
, vn =

v

G
,

θn =
θ − θ0 0
θm

, ln =
f l

G
, b2n =

√
c b2

G2
,
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Kn =
f KM

G2
, εn =

ε

f G2
,

а также безразмерные параметры R0 = G
fz0

—
число Россби, Sm = βθm

fG — параметр темпе-
ратурной стратификации.

Реальная высота пограничного слоя
H = 1000 м для средних широт (φ = π

4 ) и ско-
рости геострофического ветра G = 10 м/сек
в безразмерных величинах есть величина
Hn = f H

G порядка 0,01. Временной суточ-
ный промежуток в безразмерных величинах
Tn = 4π sinφ ≈ 8, 9. Для удобства сравнения
численных результатов нормируем безраз-
мерные независимые переменные

z′ =
R0 zn − 1

R0Hn − 1
∈ [0; 1] , t′ =

tn
4π sinφ

∈ [0; 1] .

Также для удобства введем обозначения по-
стоянных

p =
1

4π sinφ
≈ 0,1,

q =
R0

R0Hn − 1
≈ 103÷102

и функции b2n = E. Приближения указаны
для средних широт при параметре шерохо-
ватости z0 ≈ 1÷10 см.

Далее в обозначениях безразмерных
функций не будем указывать индекс, а также
опустим штрих в обозначении нормирован-
ных независимых переменных. Рассматри-
ваемая математическая модель в безразмер-
ных функциях и нормированных независи-
мых переменных представлена следующими
дифференциальными задачами:



p
∂u

∂t
(z, t) =

= v + q2
∂

∂z

(
K (z, t)

∂u

∂z
(z, t)

)
+

+ f (z, t) ,

p
∂v

∂t
(z, t) = 1− u+

+ q2
∂

∂z

(
K (z, t)

∂v

∂z
(z, t)

)
+

+ g (z, t) ,

u (0, t) = 0, u (1, t) = uN (t) ,

v (0, t) = 0, v (1, t) = 0.

(1.1)



p
∂θ

∂t
(z, t) =

= αHq
2 ∂

∂z

(
K (z, t)

∂θ

∂z
(z, t)

)
+

+ f (z, t) ,

θ (0, t) = θ0 (t) ,

θ (1, t) = 0.

(1.2)



p
∂E

∂t
=
√
cqK

[
q

(
∂u

∂z

)2

+

+ q

(
∂v

∂z

)2

− αHSm
∂θ

∂z

]
+

+ αQq
2 ∂

∂z

(
K
∂E

∂z

)
−
√
c
E2

K
,

∂E

∂z
(0; t) =

∂E

∂z
(1; t) = 0.

(1.3)


q
∂

∂z

(
b

l

)
= −κ

(
b

l

)2 1

b
,

l (0; t) =
κ

R0
.

Последняя дифференциальная задача легко
интегрируется

l (z, t) = b (z, t)κ×

×

 1

R0 b (0, t)
+

1

q

z∫
0

dη

b (η, t)

 . (1.4)

Здесь в линейных задачах с целью их даль-
нейшего тестирования и возможного обобще-
ния модели введены свободные члены диф-
ференциальных уравнений. В реальной зада-
че граничная функция uN (t) равна единице,
а θ (0; t) = sin 2π t.

В рассматриваемых задачах все функции
по переменной t периодические с периодом
1. Следует отметить, что в математических
моделях окружающей среды решения диф-
ференциальных задач по временной пере-
менной, как правило, должны удовлетворять
условию периодичности. Однако предлагае-
мые при этом численные методы решения та-
ких задач предполагают известным началь-
ные значения искомых решений [4]. В дан-
ной работе выполнение условия периодично-
сти предлагается обеспечить методом стрель-
бы в результате многократного решения ана-
логичных задач с начальными условиями.

Задача для компонент скорости ветра
связана с задачей для потенциальной тем-
пературы только посредством коэффициента
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турбулентного обменаK. В нелинейной зада-
че для энергии турбулентности задействова-
ны все неизвестные метеорологические вели-
чины. Предлагается следующий итерацион-
ный процесс.

Вначале задается коэффициент турбу-
лентного обмена K, например по образцам,
описанным в [1, 3] на основе эмпирических
данных. Затем решаются задачи (1.1) и (1.2),
после чего задача (1.3) решается относитель-
но функции E = b2, из равенства (1.4) вычис-
ляется l и обновляется коэффициент турбу-
лентного обмена K = lb. Итерационный про-
цесс продолжается до стабилизации вычис-
ляемых функций в пределах заданной точ-
ности.

Данные задач, вообще говоря, не являют-
ся гладкими функциями, поскольку получа-
ются как численные решения других диффе-
ренциальных задач, либо являются аппрок-
симациями локальных измерений. Поэтому
решения рассматриваемых дифференциаль-
ных задач естественно понимать в слабом
смысле как элементы пространства С.Л. Со-
болева W 1,1

2 ((0; 1)× (0; 1)).
Отметим также, что в математической

постановке задачи приземный слой никак не
выделен. Учитывая эмпирическую информа-
цию о существенном изменении метеорологи-
ческих величин в пределах этого слоя, воз-
можно, следует в дискретной модели сгу-
стить сетку на одной десятой нижней части
отрезка изменения переменной z.

Все описанные ниже алгоритмы проте-
стированы на сетках порядка трехсот уз-
лов по каждой переменой. Коэффициент
турбулентной вязкости задавался кусочно-
линейной по z функцией, которая выше при-
земного слоя постоянна. Абсолютные по-
грешности — величины порядка квадрата
шага, что соответствует погрешности ап-
проксимации дифференциальных задач их
дискретными аналогами. Метод стрельбы
приводит к периодическим решениям с ука-
занной точностью за 3–4 шага итераций при
не очень близких начальных условиях.

2. Линейные задачи для компонент
вектора горизонтальной скорости

ветра и потенциальной температуры

Под обобщенным решением смешанной
задачи (1.1) понимаем пару функций

u (z, t) , v (z, t) ∈W 1,1
2 ((0; 1)× (0; 1)) ,

которая удовлетворяет при почти всех
t ∈ (0; 1) краевым условиям и следующим ин-
тегральным тождествам:

1∫
0

p
∂u

∂t
(z, t)φ (z) dz =

= −q2
1∫

0

K (z, t)
∂u

∂z
(z, t)φ′ (z) dz+

+

1∫
0

(v (z, t) + f (z, t))φ (z) dz,

1∫
0

p
∂v

∂t
(z, t)φ (z) dz =

= −q2
1∫

0

K (z, t)
∂v

∂z
(z, t)φ′ (z) dz+

+

1∫
0

(1− u (z, t) + g (z, t))φ (z) dz

для всех функций φ (z) ∈
0

W 1
2 (0; 1) (ноль

сверху означает нулевые граничные значе-
ния).

Поскольку в одномерном случае про-
странство С.Л. Соболева W 1

2 (0; 1) вложено
в пространство C [0; 1], то граничные усло-
вия выполняются по непрерывности. Выпол-
нение начальных условий или условий пе-
риодичности по t предполагается также по
непрерывности для почти всех z ∈ (0; 1).

Приближенные обобщенные решения
ищем в виде линейных комбинаций

u(N) (z, t) =
N−1∑
j=1

uj (t)φj (z) + uN (t)φN (z) ,

v(N) (z, t) =

N−1∑
j=1

vj (t)φj (z).

Здесь N — натуральное число, которому со-
ответствует разбиение отрезка 0 6 z 6 1 точ-
ками zj = jh с шагом h = 1

N , j = 0, . . . , N ,
φj (z) — кусочно-линейные непрерывные фи-
нитные функции из пространства W 1

2 (0; 1),
каждая из которых равна единице в «своем»
узле zj и равна нулю в остальных узлах.
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Тем самым неизвестные коэффициенты
как функции аргумента t являются прибли-
женными значениями искомых решений при
фиксированном значении z = zj . Для этих
коэффициентов далее методом Галёркина,
который основан на принятом нами опреде-
лении обобщенного решения, будут получе-
ны системы обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений первого порядка с условием
периодичности.

Функции K (z, t) , f (z, t) и g (z, t) в
дискретной задаче заменяем их кусочно-
линейными приближениями вида

K(N) (z, t) =

N∑
j=0

Kj (t)φj (z) .

Обобщенное решение задачи (1.2) опре-
деляется аналогично предыдущему. Прибли-
женное решение также представим в виде

θ(N) (z, t) = θ0 (t)φ0 (z) +
N−1∑
j=1

θj (t)φj (z).

При преобразовании дифференциальных
задач в частных производных к системам
обыкновенных дифференциальных уравне-
ний в качестве функций φ (z) в интеграль-
ных тождествах берем φi (z) , что приводит
к необходимости вычисления скалярных про-
изведений в L2 (0; 1) базисных функций и их
обобщенных производных. С учетом вычис-
ленных скалярных произведений после умно-
жения всех уравнений на 6/h получаем отно-
сительно вектор-функций

u (t) = (u1 (t) , . . . , uN−1 (t))T ,

v (t) = (v1 (t) , . . . , vN−1 (t))T

в матричной форме следующую систему
обыкновенных дифференциальных уравне-
ний:{

pB1u
′ (t) = C1 (t) u (t) + B1v (t) + F (t) ,

pB1v
′ (t) = −B1u (t) + C1v (t) + G (t) .

Здесь введены две симметричные
трехдиагональные матрицы размером
(N − 1) × (N − 1): матрица B1 постоян-
ная с четверками на диагонали, едини-
цами над и под диагональю; матрица

C1 (t) представлена произведением констан-
ты 3q2

h2
на трехдиагональную симметрич-

ную матрицу с диагональными элемента-
ми − [Ki−1 (t) + 2Ki (t) +Ki+1 (t)] и сосед-
ними элементами [Ki−1 (t) +Ki (t)] — слева,
[Ki (t) +Ki+1 (t)] — справа, i = 1, . . . , N − 1.

Компоненты векторов свободных членов

Fi (t) = fi−1 (t) + 4fi (t) + fi+1 (t) ,

i = 1, . . . , N − 2,

FN−1 (t) = fN−2 (t) + 4fN−1 (t) + fN (t) +

+
3q2

h2
[KN−1 (t) +KN (t)]uN (t)− pu′N (t) ,

Gi (t) = gi−1 (t) + 4gi (t) + gi+1 (t) + 6,

i = 1, . . . , N − 2,

GN−1 (t) = gN−2 (t) + 4gN−1 (t) +

+ gN (t) + 6− uN (t) .

Аналогично в матричной форме система
обыкновенных дифференциальных уравне-
ний относительно вектора

Θ (t) = (θ1 (t) , . . . , θN−1 (t))T

примет вид

pB1Θ
′ (t) = αHC1 (t) Θ (t) + F (t) ,

где
F (t) = B1f (t) + Fθ (t) ,

f (t) = (f1 (t) , . . . , fN−1 (t)) ,

в векторе Fθ (t) могут быть отличны от нуля
только первая компонента

−pθ′0 (t) +αH
3q2

h2
[K0 (t) +K1 (t)] θ0 (t) + f0 (t)

и последняя fN (t).
Численно для каждой системы будем ре-

шать задачу Коши с дальнейшей «пристрел-
кой» начальных условий, чтобы удовлетво-
рить условиям периодичности. Для всех си-
стем по переменной t введем равномерную
сетку tl = lτ , l = 0, . . . ,M , M — натураль-
ное число. Тем самым все коэффициенты
как функции аргумента t ищем приближен-
но в узлах этой сетки. Поскольку искомые
приближенные решения θ(N) (z, t), u(N) (z, t),
v(N) (z, t), K(N) (z, t) , E(N) (z, t) связаны си-
стемой дифференциальных задач, то при по-
строении алгоритма поиска приближенных
решений этой системы необходимо учиты-
вать, что коэффициенты, свободные члены
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и иные слагаемые в этих дифференциаль-
ных задачах доступны только в узлах сетки
(zi, tl) с кусочно-линейным восполнением по
переменной z на каждом временном слое tl.
Дискретное задание правых частей обыкно-
венных дифференциальных уравнений при-
водит в численных методах к необходимости
использовать значения этих функций только
в узлах сетки, то есть методы типа Рунге–
Кутта недоступны. Возможно лишь приме-
нение явного метода Эйлера с локальной по-
грешностью порядка τ2 или неявного метода
трапеций с локальной погрешностью τ3. По-
следний метод предпочтительней из-за луч-
шей точности и устойчивости соответствую-
щей разностной схемы, его глобальная по-
грешность — величина порядка τ2. Шаги h
и τ будут близки, кусочно-линейная аппрок-
симация по z функций класса C2 [0; 1] дает
погрешность порядка h2, то есть порядок по-
грешности одинаков по обеим переменным.

Основываясь на квадратурной формуле
трапеций, приходим к неявному одношагово-
му методу решения задачи Коши. В узловой
точке tl = lτ относительно (N − 1)-мерных
векторов ul ≈ u (tl) и vl ≈ v (tl) получаем си-
стему линейных алгебраических уравнений

(
pB1 −

τ

2
C1 (tl+1)

)
ul+1 −

τ

2
B1vl+1 =

=
(
pB1 +

τ

2
C1 (tl)

)
ul +

τ

2
B1vl+

+
τ

2
(F (tl) + F (tl+1)) ,

τ

2
B1ul+1 +

(
pB1 −

τ

2
C1 (tl+1)

)
vl+1 =

= −τ
2
B1ul +

(
pB1 +

τ

2
C1 (tl)

)
vl+

+
τ

2
(G (tl) + G (tl+1)) .

Это система 2 (N − 1) уравнений относитель-
но такого же количества компонент векторов
ul+1 и vl+1. Сведем эту систему к последова-
тельному решению систем порядка N − 1.

Введем симметричную трехдиагональ-
ную матрицу

A1 =
2

τ
pB1 −C1 (tl+1) .

После умножения на 2/τ полученная на
(l + 1)-м временном слое система запишется
в виде {

A1u−B1v = Φ,

B1u + A1v = Ψ.

Здесь временно опущены индексы у (N − 1)-
мерных векторов ul+1 и vl+1, а также введе-
ны обозначения Φ и Ψ для векторов свобод-
ных членов.

Заметим, что постоянная матрица B1 об-
ратима (диагональные элементы доминиру-
ют), поэтому второе матричное уравнение
равносильно равенству

u = −B−11 A1v + B−11 Ψ.

Подставив это представление вектора uв
первое матричное уравнение, получим систе-
му (N − 1)-го порядка относительно вектора
v:

(A1P−B1) v = Φ−A1r,

где матрица

P = −B−11 A1= B−11 C1 (tl+1)−
2

τ
pE,

вектор

r = B−11 Ψ.

Трехдиагональная матрица B1 постоян-
на, обратную к ней можно вычислить один
раз. К сожалению, обратная к трехдиаго-
нальной матрица B−11 оказывается заполнен-
ной, поэтому полученную для vl+1 систему
(N − 1)-го порядка приходится решать мето-
дом Гаусса. После отыскания вектора vl+1

вектор ul+1 находится явно:

ul+1 = Pvl+1 + r.

Для потенциальной температуры анало-
гично получаем одношаговый неявный метод
второго порядка точности. Так, в узле tl = lτ
относительно вектора Θl+1 ≈ Θ (tl+1) возни-
кает система линейных алгебраических урав-
нений

(
pB1 − αH

τ

2
C1 (tl+1)

)
Θl+1 =

=
(
pB1 + αH

τ

2
C1 (tl)

)
Θl+

+
τ

2
(F (tl) + F (tl+1)) .

Матрица слева трехдиагональная, система
решается методом прогонки.
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3. Нелинейная задача для
кинетической энергии

турбулентности

Дифференциальное уравнение задачи
(1.3) рассмотрим в виде

p
∂E

∂t
= αQq

2 ∂

∂z

(
K (z; t)

∂E

∂z

)
−

−
√
c
E2 (z; t)

K (z; t)
+ f (z; t) ,

где к функции f (z; t) отнесены слагаемые из
линейных задач

√
cqK

[
q

(
∂u

∂z

)2

+ q

(
∂v

∂z

)2

− αHSm
∂θ

∂z

]
,

которые в итерационном процессе в момент
решения нелинейной задачи предполагаются
известными. Функция K (z; t) задана в виде
кусочно-линейного по z приближения

K(N) (z; t) =

N∑
j=0

Kj (t)φj (z),

а выражения в квадратных скобках известны
в виде кусочно-постоянных по z функций с
гладкими по t коэффициентами (в вычисли-
тельном алгоритме коэффициенты доступны
только в узловых точках). На этапе тести-
рования к f (z; t) могут быть отнесены так-
же дополнительные слагаемые, соответству-
ющие тестовым решениям.

С учетом однородных граничных усло-
вий второго рода под обобщенным ре-
шением задачи (3) понимаем функцию
E (z; t) ∈ W 1,1

2 ((0; 1)× (0; 1)), которая удо-
влетворяет при почти всех t ∈ (0; 1) инте-
гральному тождеству

p

1∫
0

∂E

∂t
(z, t)φ (z) dz =

= −αQq2
1∫

0

K (z, t)
∂E

∂z
(z, t)φ′ (z) dz−

−
√
c

1∫
0

E2 (z, t)φ (z)

K (z, t)
dz +

1∫
0

f (z, t)φ (z) dz

для всех функций φ (z) ∈ W 1
2 (0; 1). Условие

периодичности (либо начальное условие) вы-
полняется непосредственно по непрерывно-
сти при почти всех z ∈ (0; 1).

Далее ищем приближенное решение в ви-
де

E(N) (z, t) =
N∑
j=0

Ej (t)φj (z),

где Ej (t) — неизвестные функции, которые в
методе Галёркина должны быть решениями
нелинейной системы обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений

p
N∑
j=0

E′j (t) (φj , φi) =

= −αQq2
N∑
j=0

Ej (t) (K (z, t)φj , φi)−

−
√
c

1∫
0

 N∑
j=0

Ej (t)φj (z)

2

φi (z)

K (z, t)
dz+

+

1∫
0

f (z; t)φi (z) dz.

С учетом явного задания функции f (z; t) по-
следний интеграл вычисляется точно. Далее
введем вектор-функцию F ( t) с компонента-
ми

Fi (t) =

1∫
0

f (z; t)φi (z) dz

для i = 0, 1, . . . , N .
Для квадратичной части интегрально-

го равенства также введем вектор-функцию
D [E (t)] с компонентами

1∫
0

 N∑
j=0

Ej (t)φj (z)

2

φi (z)

K (z, t)
dz =

= ai (t)E2
i−1 (t) + bi (t)E2

i (t) +

+ ci (t)E2
i+1 (t) + 2mi (t)Ei−1 (t)Ei (t) +

+ 2ni (t)Ei (t)Ei+1 (t) ,

где для i = 1, . . . , N все коэффициенты квад-
ратичных форм вычисляются точно.

В векторной форме нелинейная диффе-
ренциальная система относительно функции

E (t) = (E0 (t) , . . . , EN (t))T

имеет вид

pB0E
′ (t) =

= C0 (t) E (t)− 6

h

√
cD [E (t)] +

6

h
F (t) .
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Здесь постоянная трехдиагональная матри-
ца B0 отличается от введенной ранее матри-
цы B1 помимо размера тем, что ее крайние
диагональные элементы не четверки, а двой-
ки. Симметричная трехдиагональная мат-
рица C0 (t) отличается от матрицы C1 (t)
множителем αQ и дополнительными крайни-
ми строками: первая срока начинается эле-
ментами − [K0 +K1] и [K0 +K1], а послед-
няя заканчивается элементами [KN−1 +KN ]
и − [KN−1 +KN ].

Основываясь по-прежнему на квадратур-
ной формуле трапеций, после интегриро-
вания между временными слоями получа-
ем неявную разностную схему. Относитель-
но неизвестного вектора E (tl+1)это система
с квадратичной нелинейностью:

β0E0 + γ0E1+

+
6
√
c

h

(
b0E

2
0 + c0E

2
1 + 2n0E0E1

)
= Φ

(l)
0 ,

αiEi−1 + βiEi + γiEi+1+

+
6
√
c

h

(
aiE

2
i−1 + biE

2
i + ciE

2
i+1+

+ 2miEi−1Ei + 2niEiEi+1

)
= Φ

(l)
i ,

i = 1, . . . , N − 1,

αNEN−1 + βNEN +
6
√
c

h

(
aNE

2
N−1+

+ bNE
2
N + 2mNEN−1EN

)
= Φ

(l)
N .

Здесь греческими буквами обозначе-
ны элементы трехдиагональной матрицы
2
τ pB0 −C0 (tl+1), и введен вектор

Φ(l) =

(
C0 (tl) + p

2

τ
B0

)
E (tl)−

− 6

h

√
cD [E (tl)] +

6

h
(F (tl) + F (tl+1)) .

Введем также обозначение для нелиней-
ного оператора в левой части системы, кото-
рую в операторной форме запишем в виде

Ω (E (tl+1))−Φ(l) = 0.

Для решения последней системы применим
метод Ньютона с трехдиагональной матри-
цей Якоби:

E(k+1) = E(k)−J−1
(
E(k)

)(
Ω
(
B(k)

)
−Φ(l)

)
,

k = 0, 1, 2, . . . .

В качестве начального приближения E(0)

можно брать найденное на предыдущем вре-
менном слое приближение к E (tl). Матрицу

Якоби J
(
E(k)

)
можно не обращать, достаточ-

но на каждом шаге итераций в методе Нью-
тона прогонкой решать алгебраическую си-
стему

J
(
E(k)

)
η = Ω

(
E(k)

)
−Φ(l),

а затем полагать

E(k+1) = E(k) − η.

Оканчиваются итерации, как только все ком-
поненты вектора η по модулю будут мень-
ше заданной точности, которую можно брать
величиной порядка локальной погрешности
одношагового метода трапеций, то есть τ3.
Ввиду высокой скорости сходимости метода
Ньютона для достижения указанной точно-
сти достаточно двух или трех шагов итера-
ций, что подтверждается тестированием опи-
санного алгоритма.

4. Вычисление коэффициента
турбулентной вязкости

Из равенства (1.4), умноженного на
b (z, t) =

√
E (z, t), имеем

K (z, t) =

= E (z, t)κ

 1

R0b (0, t)
+

1

q

z∫
0

dη

b (η, t)

 .

Отсюда для коэффициентов линейной ком-
бинации

K(N) (z, t) =

N∑
i=0

Ki (t)φi (z)

получаем явное представление

Ki (t) = Ei (t)κ

 1

R0

√
E0 (t)

+
1

q

zi∫
0

dη

ξ

 ,

ξ =

√√√√ i∑
j=0

Ej (t)φj (η).

Последний интеграл вычисляется точно

zi∫
0

dη

ξ
= 2h

i∑
j=0

1√
Ej−1 (t) +

√
Ej (t)

.
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