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Введение

Прогнозирование и анализ предельных
(разрушающих) характеристик относится к
одному из основных направлений исследо-
ваний физико-механических (в частности,
упругих) свойств неоднородных материалов.
При этом в настоящее время помимо экс-
периментальных исследований все большее
значение приобретают методы моделирова-
ния и расчета, основанные на теоретическом
анализе указанных свойств [1, 2].

В [2–4] показано, что при приложении
внешнего воздействия определенного типа в
неоднородной среде (в отличие от однород-
ной) в элементах неоднородности возникает
напряженно-деформированное состояние об-
щего вида. При этом возможно существова-
ние таких элементов неоднородности, для ко-
торых внутри или на границе раздела ком-

понентов значения напряжений или дефор-
маций будут отличаться от приложенных (в
частности, превышать их). Поэтому модели-
рование и расчет напряжений и деформаций,
возникающих в отдельном элементе неодно-
родности в зависимости от состава, структу-
ры, геометрической формы и концентрации
компонентов, а также вида и величины при-
ложенного внешнего воздействия, является
актуальной задачей. Ее решение дает воз-
можность исследователям не только прогно-
зировать, как указанные напряжения и де-
формации концентрируются и перераспреде-
ляются в неоднородной среде, но и вести це-
ленаправленный поиск новых, обладающих
заданными свойствами материалов [2].

Проблема прогнозирования предельных
механических характеристик матричных
композитов может быть решена на основе
знания распределений локальных упругих
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полей, описываемых тензорными операто-
рами концентраций напряжений и дефор-
маций. Эти операторы связывают значения
внутри элемента неоднородности композита
со средними значениями во всем материа-
ле [2, 5–9]. С помощью операторов концен-
траций можно получать сведения об основ-
ных направлениях перестройки структуры
неоднородных сред и изменения физических
свойств их компонентов [10,11], а также про-
гнозировать пределы прочности материалов,
основываясь на информации о перераспреде-
лении локальных упругих полей и прочност-
ных характеристиках отдельных элементов
неоднородности.

В настоящей работе предложен ориги-
нальный метод прогнозирования предельных
прочностных характеристик матричных ком-
позитных материалов при сжатии. Метод ос-
нован на использовании тензорного операто-
ра концентрации напряжений.

1. Оператор концентрации
напряжений

Структура реальных композитов пред-
ставляет собой стохастическую (случайно-
неоднородную) сплошную среду. При этом
тензор напряжений σ является случайной
функцией координат r и может быть пред-
ставлен в виде суммы среднего значения и
флуктуаций (для удобства в дальнейшем, ес-
ли это возможно, индексы в записи ком-
понент тензоров и элементов матриц будут
опускаться)

σ(r) = 〈σ(r)〉+ σ′(r).

Угловые скобки здесь и далее определяют
процедуру усреднения по ансамблю, которое
для статистически однородных композитов,
т.е. при выполнении гипотезы эргодичности,
совпадает с усреднением по объему [2,7–9,12].
В рамках линейной теории флуктуации ли-
нейно зависят от средних значений

σ′(r) = P(r) 〈σ(r)〉 .

Здесь P(r) — интегральный оператор, описы-
вающий взаимодействие между включения-
ми. Тогда связь между локальными и средни-
ми напряжениями в материале может быть
представлена в виде

σ(r) = (I + P(r)) 〈σ(r)〉 ,

где I — единичный тензор четвертого ранга.

Это приводит к тому, что локаль-
ные напряжения можно охарактеризовать
безразмерным оператором концентрации
напряжений (тензор четвертого ранга)
Kσ(r) = I + P(r) [2, 7–9], связывающим ло-
кальные значения тензора напряжений σij(r)
с внешними (средними) по материалу напря-
жениями 〈σkl(r)〉:

σij(r) = Kσ
ijkl(r) 〈σkl(r)〉 , (1.1)

i, j, k, l = 1 , 2 , 3.

Удобство подхода, связанного с оценкой ло-
кального напряженно-деформированного со-
стояния неоднородной среды при помощи
оператора Kσ(r) заключается в том, что ис-
ключается информация о виде внешнего ме-
ханического воздействия, поскольку Kσ(r)
может зависеть только от материальных па-
раметров среды и структуры материала [2,7–
9,13,14].

Для проведения корректного анализа ло-
кальной концентрации напряжений в ком-
позите, позволяющего учитывать взаимо-
действие элементов неоднородности, состав,
структуру материала, форму и процентное
содержание включений необходимо решать
уравнения равновесия упругой неоднород-
ной среды. Однако в общем случае полу-
чить соотношения для численных расчетов
Kσ(r) не удается. Поэтому для его вычис-
ления используются различные приближе-
ния. Одним из таких приближений, учитыва-
ющих перечисленные выше факторы, явля-
ется обобщенное сингулярное приближение
теории случайных полей (ОСП) [2,12]. В его
рамках используется только сингулярная со-
ставляющая тензора Грина уравнений рав-
новесия, зависящая лишь от дельта-функции
Дирака, а также вводится однородное тело
сравнения, материальные константы которо-
го входят в окончательные выражения для
вычисления Kσ(r). Физический смысл ОСП
заключается в предположении однородности
полей напряжений и деформаций в пределах
элемента неоднородности. В этом случае вы-
ражение для Kσ(r) имеет следующий вид [2]:

Kσ(r) = c(r)
(
I− gc′′(r)

)−1×
×
〈
c(r)

(
I− gc′′(r)

)−1〉−1
, (1.2)

где c — тензор модулей упругости, двой-
ным штрихом определяется разность меж-
ду величинами неоднородной среды и одно-
родного тела сравнения, характеристики ко-
торого обозначаются верхним индексом «c»:
c′′(r) = c(r)− cc.
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Компоненты gijkl тензора g вычисляются
следующим образом [2, 12]:

gijkl = ai)(kl)(j . (1.3)

Здесь

aiklj = − 1

4π

∫
nknjt

−1
il dΩ,

где dΩ = sin θ dθdφ — элемент телесно-
го угла в сферической системе координат;
t−1il — элементы матрицы, обратной матри-
це T с элементами til = ccikljnknj ; nk и nj
(k , j = 1 , 2 , 3) — компоненты вектора
внешней нормали к поверхности включения.
Для эллипсоидальных включений с главны-
ми полуосями l1, l2 и l3 компоненты вектора
нормали определяются соотношениями

n1 =
1

l1
sin θ cosφ, n2 =

1

l2
sin θ sinφ,

n3 =
1

l3
cos θ.

По парам индексов i и j, k и l, заключен-
ным в выражении (1.3) для компонент gijkl
тензора g в круглые скобки, осуществляется
операция симметризации.

Остановимся подробнее на процедуре
усреднения. В случае выполнения условия
эргодичности можно, как указывалось, ис-
пользовать усреднение по объему (для каж-
дого компонента неоднородного материала).
Тогда операция усреднения по всему объему
материала для некоторой случайной величи-
ны a(r) сводится к суммированию [2,9, 12]

〈a(r)〉 =
∑
s

vs 〈as(r)〉, (1.4)

где vs — объемная концентрация компонен-
та s-го типа, а as(r) — соответствующая
указанному компоненту случайная величина,∑
s
vs = 1.

2. Описание метода прогнозирования
предельных прочностных
характеристик матричных

композитов

Как указывалось, соотношение (1.2) для
оператора концентрации напряжений зави-
сит только от материальных параметров
среды и структуры материала. Поэтому,
зная характер внешнего воздействия 〈σkl(r)〉

(МПа) на композитный материал, можно,
опираясь на определение (1.1) для Kσ(r), су-
дить о виде и величине напряжения σij(r),
возникающего внутри элемента неоднород-
ности любого типа. Необходимо еще раз
подчеркнуть, что возникающие локальные
(внутренние) напряжения, как в матрице,
так и во включениях, будут и по виду, и по ве-
личине отличаться от приложенного воздей-
ствия 〈σkl(r)〉 [2–4].

В рассматриваемых композитах фунда-
ментальную роль играет матрица, ведь имен-
но она делает материал монолитным, пере-
распределяя механические напряжения меж-
ду всеми элементами неоднородности. Раз-
рушение матрицы приводит к потере ком-
позитом сплошности и, как следствие, вы-
ходу из строя изделий из рассматриваемых
материалов. Поэтому в предлагаемом мето-
де считается, что приложенная к композиту
нагрузка (например, сжатие в определенном
направлении) становится разрушающей то-
гда и только тогда, когда внутреннее напря-
жение в матрице начинает превышать пре-
дел ее прочности. Здесь величина внутренне-
го напряжения, возникающего в матрице при
внешнем воздействии на композит, сравнива-
ется с известным значением предела проч-
ности матрицы, установленным эксперимен-
тально или взятым из справочника. Значе-
ние предела прочности матрицы должно со-
ответствовать внешней нагрузке (например,
сжатию, совершаемому в том же направле-
нии, что и для рассматриваемого композита),
приложенной к однородному телу, состояще-
му только из материала матрицы.

Отметим также, что в описанном методе
всегда рассматривается ситуация, связанная
с хрупким разрушением матричных компо-
зитов.

3. Пример использования метода
прогнозирования предельных
прочностных характеристик

матричных композитов

Рассмотрим модельный двухкомпонент-
ный композит с включениями из бесщелоч-
ного стекла (БЩС). Модуль Юнга (при сжа-
тии) и коэффициент Пуассона для БЩС рав-
ны соответственно 76,2 ГПа и 0,22 [15]. Пусть
включения представляют собой эллипсоиды
вращения с главными полуосями l1, l2 и l3.
Положим, что l1 = l2 = 1, l3 = L, т.е.
эллипсоиды ориентированы параллельно оси
Oz лабораторной системы координат. В каче-
стве матрицы будем использовать эпоксид-
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ное связующее марки ЭД-20. Модуль Юн-
га (при сжатии) и коэффициент Пуассона
для ЭД-20 равны соответственно 3,8 ГПа и
0,39 [16].

Проведем численное моделирование и
установим зависимости пределов прочности
рассматриваемого композита в некоторых
режимах нагружения от изменения длины
полуоси l3 = L эллипсоидальных включений
БЩС при их фиксированном объемном со-
держании.

При проведении численного моделирова-
ния будем полагать, что компоненты компо-
зита изотропны. Пусть v1 = 0, 3 и v2 = 0, 7 —
объемные содержания компонентов рассмат-
риваемого материала, где индекс «1» от-
носится к включениям БЩС, а «2» —
к матрице ЭД-20. Тогда в формуле (1.2)
c′′(r) = cs − cc, где cs и cc — тензоры мо-
дулей упругости s-го компонента композита
(s = 1 , 2) и однородного тела сравнения со-
ответственно. Отсюда, с учетом (1.4), соот-
ношения для оператора Kσ

s в s-м компоненте
композита примут следующий вид:

Kσ
s = cs [I− gs (cs − cc)]−1×

×

{
2∑
i=1

vici [I− gi (ci − cc)]−1
}−1

, (3.1)

s = 1, 2.

В формулах (3.1) gs (s = 1 , 2) — это тен-
зор g с компонентами, вычисляемыми по со-
отношению (1.3). При этом g1 соответствует
эллипсоидальным включениям БЩС, а g2 —
матрице ЭД-20 (при вычислениях компонент
тензора g2 следует считать l1 = l2 = l3 = 1).

Для проведения модельных расчетов при
операциях над тензорами будем исполь-
зовать их матричную форму записи [9,
12]. При этом ненулевые элементы cij
(i , j = 1 , ... , 6) матрицы тензора модулей
упругости c для изотропного материала вы-
ражаются через модуль Юнга E и коэффи-
циент Пуассона γ следующим образом:

c11 = c22 = c33 =
E(1− γ)

(1 + γ)(1− 2γ)
;

c44 = c55 = c66 =
E

2(1 + γ)
;

c12 = c21 = c13 = c31 = c23 = c32 =

=
Eγ

(1 + γ)(1− 2γ)
.

При вычислении упругих характеристик од-
нородного тела сравнения (для каждого из
варьируемых значений длины полуоси l3 = L
эллипсоидальных включений БЩС) будем
использовать метод самосогласования [12]. С
этой целью в работе была организована ите-
рационная процедура, в которой в качестве
параметров cc тела сравнения брались значе-
ния тензора модулей упругости (в матричной
форме записи), полученные на предыдущем
шаге итерации. В качестве начальных зна-
чений параметров тела сравнения брались
упругие характеристики, полученные в при-
ближении Хилла, т.е. среднего арифметиче-
ского значений, полученных в приближениях
Ройсса

cReuss =

[∑
s

vs(cs)
−1

]−1
и Фойгта cVoight =

∑
s
vscs [12]. Выход из ите-

рационной процедуры осуществлялся, когда
максимальная разница между модулями cc

составляла менее 0,01.
Пусть внешнее воздействие 〈σ〉 задается

в лабораторной системе координат Oxyz мат-
рицей

〈σ〉 =

σ11 0 0
0 σ22 0
0 0 σ33

 , МПа.

Рассмотрим далее следующие случаи
внешнего сжимающего воздействия на мат-
ричные композиты: 1) σ33 = A, σ11 = σ22 = 0
(параллельно оси Oz ); 2) σ11 = B,
σ22 = σ33 = 0 (параллельно оси Ox ). От-
метим, что в силу структуры рассматривае-
мых неоднородных материалов моделирова-
ние сжимающего воздействия в любом из на-
правлений, перпендикулярных к оси Oz, рав-
носильно второму случаю.

Вычислительная процедура была орга-
низована следующим образом. Вначале для
модельного композита фиксировалось какое-
либо значение длины полуоси l3 = L вклю-
чений БЩС. Затем по формуле (3.1) вычис-
лялся оператор Kσ в связующем ЭД-20. Да-
лее в 〈σ〉 задавались определенные положи-
тельные значения A и B (для первого и вто-
рого случаев соответственно). Затем, опира-
ясь на определение (1.1) оператора концен-
трации напряжений, для связующего ЭД-20
вычислялись элементы σij (i , j = 1 , 2 , 3)
матрицы тензора напряжений. После этого
происходило сравнение значений вычислен-
ных элементов σ33 (для первого случая) и σ11



О методе прогнозирования предельных прочностных характеристик матричных. . . 49

(для второго случая) со справочной величи-
ной предела прочности при сжатии для ЭД-
20, равном σм = 198 МПа [16]. Если σ33 < σм
(соответственно σ11 < σм), то значение A (со-
ответственно B) увеличивалось на 1 МПа и
вычисление (для связующего ЭД-20) элемен-
тов σij матрицы тензора напряжений повто-
рялось заново. Вычислительная процедура в
каждом из случаев останавливалась сразу,
как только выполнялось условие σ33 > σм
(соответственно σ11 > σм), а последнее зна-
чение A (соответственно B) принималось в
качестве предела прочности при сжатии все-
го композита для первого (соответственно
второго) случая. Затем фиксировалось новое
значение длины полуоси l3 = L включений
БЩС и вычисления пределов прочности для
модельного композита повторялись заново.

На рисунке представлены результаты
численного моделирования пределов проч-
ности σсж рассматриваемого композита для
указанных выше режимов нагружения от из-
менения длины полуоси l3 = L эллипсои-
дальных включений БЩС. Точка L = 1 опре-
деляет переход от включений в форме дис-
ков к включениям иглообразной формы. В
этой точке значения предельного разрушаю-
щего напряжения для композитов при сжа-
тии вдоль осей Ox и Oz равны, т.к. в этом
случае рассматривается материал, армиро-
ванный включениями сферической формы,
прочностные свойства которого не зависят
от направления приложения сжимающей на-
грузки. Расчеты показали, что с увеличе-
нием L происходит стабилизация значений
предельного разрушающего напряжения на
уровне 250 МПа (для случая сжатия вдоль
Ox ) и на уровне 720 МПа (для случая сжа-
тия вдоль Oz ). Кроме того, при армирова-

нии дисками прочность композита выше при
сжатии вдоль оси Ox, а при армировании вы-
тянутыми эллипсоидами — вдоль оси Oz.

Заключение

В работе предложен метод прогнозиро-
вания предельных прочностных характери-
стик матричных композитов при сжатии.
Рассматривается хрупкое разрушение ука-
занных материалов. Метод опирается на
обобщенное сингулярное приближение тео-
рии случайных полей, понятие оператора
концентрации напряжений и информацию о
прочностных свойствах матрицы. Считается,
что приложенная к композиту сжимающая
нагрузка становится разрушающей тогда и
только тогда, когда внутреннее напряжение
в матрице начинает превышать предел ее
прочности. Показано, что с помощью данно-
го метода возможно проведение численного
моделирования пределов прочности матрич-
ных композитов в зависимости от состава,
структуры и концентрации компонентов, а
также вида приложенного внешнего воздей-
ствия. Установлена, в частности, анизотро-
пия прочностных характеристик в двухком-
понентных композитах на основе полимерно-
го связующего ЭД-20, обусловленная тексту-
рой формы и ориентации эллипсоидальных
включений БЩС.

Дальнейшие исследования авторов будут
направлены на совершенствование данного
метода и расширение с его помощью пред-
ставлений о влиянии состава, структуры и
концентрации компонентов матричных ком-
позитов на величину предельного разруша-
ющего напряжения в зависимости от вида
внешнего механического воздействия.
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